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序言 


序 贯 分 析 是 数理 统计 学 的 重要 分 支 之 一 ERORA 
是 ， 在 研究 决策 问题 (统计 推断 或 选择 ) 时 ， 不 是 预先 固定 样本 量 
(观察 数 目 )， 而 是 逐次 取样 《 疯 察 )， 直 到 样本 提供 足够 的 信息 ， 
能 恰当 地 做 出 决策 为 目 ， 一 句 话 ， 样本 量 是 随机 变量 。 自 从 
A. Wald H 2$ AE PESE E" Sequential analysis"(1947) 问世 以 来 ， 序 
导 分 本 的 研究 范围 越 来 越 大 ， 各 方面 部 有 较 大 的 发 展 。 近 三 十 年 
来 ,不断 有 序 贰 分 析 的 专门 著作 出 版 ， 

(D G. B. Wetherill, Sequential methods in statistics( 1066 
年 初版 ，1986 年 第 三 版 )， 

© B.K. Ghosh, Sequential testa of statistical hypothesis 
(1970), 

(9 Z. Govindarajulu, ^ Sequential statistical procedures 
(1975 FHR 1081 年 第 二 版 ). 

D A.H. HAPAEB, Craruernueckum nocnenosarenbnuua 
amamma (1969 年 第 一 版 ，1976 4:5 — MO. 

@ D. Siegmund, Sequential analysis (1085). 

® B.K. Ghosh and P.K. Sen, Handbook of sequential 
analysis (19091), 

这 些 书 涉及 的 面 广 ， 内 容 丰 富 ， 各 有 特点 ， 都 很 值得 读 。 但 
车 用 作 概 率 统计 专业 研究 生 的 人 门 教 材 ， 却 不 很 合适 。 和 车 者 赂 昧 
发 表意 见 ， 供 读者 参考 。Wala 的 上 述 名 著 因 想 深 蹇 ,启发 性 涉 ， 
反映 了 序 贯 分 析 创 始 人 的 杰出 成 就 ， 但 离 序 贯 分 析 的 现状 有 较 大 
IER Wetherill 的 书 讲 了 许多 序 货 方法 ， 注 重 实用 , 但 没有 系统 
讲述 序 贯 分 析 的 数学 理论 ， 大 部 分 结论 都 没有 证 明 ，Chosh 的 书 
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对 假设 检验 讲 得 很 详细 ,把 1970 年 以 前 的 有 关 理 论 概 括 了 进去 ， 

但 未 讲 序 贰 分 析 的 其 它 方 面 ，Govindarajulu 的 书 篇 幅 很 天, 收集 
了 丰富 的 材料 ， 摘 引 了 大 晤 的 文献 ， 但 未 作 系 统 的 论述 ， 很 多 定 
理 都 未 证 明 ， 读 者 难以 通读 ; HHPHEB 的 书写 得 很 清楚 ， 数 学 
上 很 严格 ， 体 现 了 苏联 概率 论 学 派 的 特点 ， 但 内 容 主 要 是 叙述 马 
尔 可 去 过 程 的 最 优 停 止 理 论 ， 对 序 贰 统计 未 作 全 面 的 论 述 ; Sie- 
gmund 是 有 名 的 译 贯 分 析 专 家 ， 必 的 书 实际 上 是 总 结 他 和 在 序 贯 分 
析 领 域 取得 的 研究 成 果 ， 兴 容 过 于 专门 ， 不 是 对 序 咒 分 析 作 全 面 
介绍 。Ghosh 和 Sen £r f sig EMI TEE. OUT DEA Fr 
T ET ERE AY BUXETET EEERIR BERU APR, BOR T XX Ue LAIT S 
HAAL TERUR je dp I9 E EAR, BUE X Se 8&5 ms 
MEER. XXe — BUR rft oe. THA- o Ibit 
者 ， 不 难 从 中 了 解 色 所 甘心 的 专题 的 状况 .由 于 是 手册 ， 这 本 并 
&ro £& Kc Bh zy se FILS EX UR EIE, 

对 于 初学 者 来 说 ， 很 需要 -本 系统 论述 序 DD 分 析 的 基础 理 
it. WEE RRTEPIAREDERICAR ROO PIER. M198 
F, WEEER ERCE SETTE MEUSE UEISUUT DEDE 
课 。 本 书 斌 是 在 讲稿 的 在 础 上 进行 修改 、 扩 充 而 成 的 ， 力 图 系统 
论述 这 个 领域 壬 最 基本 的 坦 论 ， 对 序 贯 分 析 的 几 全 主要 方面 进行 
较 全 面 的 介绍 ， | 上 分 注意 定理 叙述 的 淮 饰 性 与 证 明 的 完备 性 。 本 
书包 括 了 获 者 的 部 分 研究 成 果 ， 革 中 一 些 系 首次 发 表 ， 应 该 说 明 
的 是 ， 这 本 书 是 研究 生 用 的 教材 ， 大 基础 读物 ， 不 是 总 下 序 讶 分 
Vr is iix CX. 

ABHARSG. 最 优 停 正 理论 ， 序 MM 序 介 合计 ， 
贝 叶 斯 序 费 RPA, OFRAR. 在 第 五 党 写作 过 程 中 ， Jh 3& 
Ba 5 5 SARAR. l 

阅读 本 书 要 求 读者 学 过 测度 论 与 概率 论 基础 ， 半 对 数理 统计 
有 一 定 了 解 。 i 

HTAA RR. KEAR, $B üESUTSIDXEM 


当 之 处 ， 欢 名 专家 和 读者 批评 指正 。 


E: 
初稿 完成 于 1986 年 5 月 
修改 稿 完 码 于 1992 年 7 月 
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第 一 登 ” 最 优 停 止 理论 


$1 随机 序列 与 停 时 


设 (2, 交 ,P) 是 概率 空间 ， 其 中 口 是 所 有 基本 车 件 组 成 的 非 
空 集 ， 多 是 由 日 的 一 些 子 集 ( 随 机 事件 ) 组 n i o FOX. PEF 
FARERI. 18 17 20,1,2, EERME, 7 = 7 (00), 
[X .ncliEg mpm eoTquEgE. €... CUI nOD. 

定义 1.1 WERNERA OX une D KAF Sn EER, E 
对 一 切 nET X, 是 s.p iB). UEEH SERO, ns nz 00 AER 
机 序列 。 

ld 0X Xa) fb (8 Xo Xa 都 可 测 的 最 小 0 代数 ， 
MER, (CXV 0 OXSu XV) nz 0 A BRSLIT SU, 

ESI ARREBEURI, Fn A AR ADRA n TIR 
REWER £x 3 CERE 3€ DEO DU REOS EE, oX a XS BB fi 28 
RRE Xost, 的 观测 值 能 能 确定 发 生 与 否 的 随机 事件 的 多 
fk. 

定义 1.2 WIPRA T To EF n ot 
IERA AUSARA REA, a 变量 ， 不 依赖 于 将 来 的 随机 变 
A. MPRE O. -bne 

[AQ TJEME Fna (1.1) 

注意 ; UR T AiR., AIO. D & XE. bd l4 

否 竺 于 只 依 占 于 到 时 刻 n 为止 所 能 堂 提 的 “信息”， 而 与 米 来 
AGNETA n ERRTISO TE ELI. 

在 不 会 引起 误会 的 情况 下 ， STOF MS F RRA” fis 
MpBEEUO S0 $.,-29090X€$,*,X,5»0OU0 B], A BRISBES I 3I 


1 


(xunz20 的 停 时 。 

定义 1.3 称 停 时 是 有 限 的 , 车 PO =1。 有 限 停 时 也 
TR ilc dA IT, 

例 ] .1 ROA nO dB ULAS dU, B 是 任何 一 维 Borel f£, 
A 

tw) 2infín; n0, Xato) c Bj 

“我们 恒 约 定 infi = oo, Wü r(eD AE CX nz OO BS ERE, 

例 1.2 设 Voy 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 31, "E Ht 
È ik- Peis Dsp. 倒 


n 
rinf{n, nz0, y, 21). 
i-o 


WI c Gr iSO o M, AMARRA + 是 有 限 的 ; 


当 p= 二 有 时 ,也 可 以 证 明 上 是 有 限 的 (利用 第 二 章 8 3 中 的 Chung- 


Fuchs 4E HB BB An», 
Xt ££ far Bit B FE] CX ,Fs :0 和 停 时 LE 规定 : 


XD EMX, = «U Fs ) 


X, =X aC), 
S.9(4 AEF uot H9) nD, AN {ranje Fan). 


RE, c. 是 包含 诸 nu 的 最 小 0 RE. MABRE 7. 是 9 
RE, X, ES, AAG., S.E: 到 时 刻 为 止 能 够 观 
察 到 (或 能 掌握 ) 的 事件 的 全 体 。 当 r=f 时 ， 易 DUAL = Fn。 我 
MERI, 琢 示 A 的 性 函数 ， 邑 

| 1, GA, 

| 0. WZA, 

定理 1.1 Wess QC DAMEDM. NE FARE 


AL ={ 
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(D inf Tk» SUP Tk 都 是 停 时 ; 
D 4p Ac. NW Anexne.., AN{r= €. 5 
G Eran M F, as 
D PACF Tar. Itoo». ae, M, EER. 
证 明 REB, ME. 
-- ”我 们 恒 用 EE 表示 数学 期 望 符号 ， 约定 sup 多 = -o. Xn, 
了 nt 这 中 D 是 随机 序列 ， 令 | 
Coin t {Fn HIERTA, H EX, FE} 
: o Vss EX, rEC}. : 

EIA 称 停 时 7* 是 最 优 的 ， 若 EX,*=V， 

以 后 将 会 看 到 ， 许多 实际 问题 和 理论 问题 都 可 化 为 寻求 最 优 | 
停 时 间 题 。 

最 优 停 止 理 论 主 要 关心 下 列 三 个 问题 ， 

1 最 优 停 时 是 否 存在 ? 

2) 如 果 最 优 停 时 看 在 ， 如 何 有 具体 求 出 ? 

D 如 果 最 优 停 时 存在 ， 是 否 只 有 一 个 ? 

为 子 理解 上 述 提 法 的 具体 意 交 ， 我 们 可 以 这 样 设 想 ， "T 
3 是 可 观测 的 序列 (随机 变量 列 )，?rfuao n un) AE Borel prid 
(50), Xn = $8 C0, 7 VD EORUM T 3k n 1 值 后 停止 所 得 到 的 
报酬 ， 记 Faa 7,1.) 07220).. B ÜLUSBTE c* 就 是 使 得 平均 
报 兽 达到 最 大 的 停 上 观测 的 时 刻 。 

由 于 有 这 样 的 具体 解释 ，(CXKeas 们 常 叫做 报酬 序列 。 

对 上 述 三 个 问题 ,现代 已 有 很 多 了 镀 究 .经 过 ]. 工 .Saell(195927 、 
Chow-Robbins-Siegmund (19715, E.B.JLHHKHH (198352 & À* 
H.IlHPHEB 〔1976) 竺 人 的 努力 ， 已 形成 系统 的 理论 。 本 . 党 就 是 
这 个 理论 的 主要 部 分 。 为 了 便于 学 习 ， 我 们 先 讨论 有 限时 间 内 的 
最 优 停 止 ， 航 后 再 论述 无 穷 随 各 序列 的 最 优 停止 ， 

我 们 还 要 声明 一 下 ， 本 章 只 叙述 离散 时 间 参 数 的 景 优 停止 理 
E. 至 于 连续 时 间 和 参数 的 随机 过 程 的 最 优 停 让 理论 ， 从 1970 年 
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以 来 也 有 这 多 Wisz. Blk GE ZR OOAJIEEB (1970), Thompson 
C197 儿 和 赵 识 亮 (1987)， 其 中 赵 的 结果 最 完善 ， 清 楚 地 表明 本 萤 
所 叙述 的 理论 基本 上 部 可 推广 至 连续 时 间 参 数 情形 . 


$2 有 限时 间 内 的 最 优 停止 


设 5X Las 是 (9 到,P) 上 的 随机 序列 , 这 里 NN 是 正 整 
Be Fa ETAT O RR STROC ye Xn 是 了 4 REN 
SD. 581 HAE X HARI, Peraro ERTA aht 
BERERE, 3Y r PAETI, 2” NT. HA 
[TEn E Fn ENN), 
PARRAICIA, PREE TT 足 最 优 的 ， 洛 
EX * 二 50 三 X，: icu HEX, 存在 1， 
与 $1 中 一 - 样 ， 可 提出 下 刚 三 个 问题 : 
D 最 优 停 时 是 否 存 在 ? 
2) 如 果 最 优 停 时 存在 ， 如 何 有 具体 求 弄 ? 
30 如 末 最 优 停 时 存 人 在， 是 否 上 只有- 个? 
3E ERE AE TEA, EAI EX ZGS l,e, N) T ett 
停 时 永远 存在 ， MLA R kI ODRIAN ORA meira 
了 时 不 止 一 人 外， 性 可 给 出 “< 唯 一 性 ”成 立 的 充 要 条 件 。 下 一 记 将 见 
本 节 的 理论 彻底 解决 著者 的 秘书 问题 ， 
RITE EX Ao Gs l,e, N). 现在 引入 下 列 极 重 要 的 
t. 
Uy 7 Xy, 
y, = Max (X p EO nal 50400 (17 N 71,2, D, 


AHE a AnA 就 由 后 退 归 纳 法 确定 出 ， 这 TH EQ uu] 
是 条 件 期 望 。 

ic 
MK (k, Ny) (0 TEMM, RTN] (ka; ND. 


引 理 2.1 BÆKKEN), MEt rE kN, Æ 


EQX, | F OLY, (a.9.), (2.1) 
EX ,x Ev. (2.2) 


证 明 dE IHDEGRIRANZEUEHICOG.DO. dà WR. KEK= NN 时 (2.1) 
BER. MéK-ci (GESSNDMOG.DHex, MAE TC. 1, 
N), 

EGx,].9,.) 
SEQ popon Xal DHEU Sup Xr iu 
. Sirag- X per tiiran EX aud F iau (.s.2, 
AE riis maxfr DEAG, N). PORA E Em 


EQX al F EY, (aes, 
ük 
EQX ,/. Lx maxQ(X EY/ I a) Y, (2.8.5, 


"[WoWTk-i-i1. (2.1) 也 是 成 立 的 。 3k Bb 证 明了 (2.1) 对 一 切 
k ior. (0.99 HC. DEELEEHREHI, IEH. 
定理 2.] 设 EKZ (km TD)， A 
i 2,-2min(k, iks NY, 2 X ISSN), 
Wij 
EX,, =suplEX.. 1tE RU,NY)!, 
从 而 ” 是 最 优 停 时 . 1 
证 明 A SIBE2.1 m, HAIE EX, =E. TOU, 


Ey,- | Y,dP 十 Yy,dP 
ILLIS LENT 
- | XdP+ [ Yn dF 
Ir = >i) 
= X idf + YiridP 
Iie -il 1 "Tr1} 


icimEN-I: 


-EX,. 
EH, 
X221 在 定理 2.1 的 假设 下 ， 有 
EQC, /FY (a8, PEN, 


证 明 ”利用 定理 2.1 的 证 明 方 法 ， 不 难 知 道 ， 对 任何 A4e 
F s 


{rap= | XaP. 
A Å 
AEIR 2.1 3r. WE, 
定理 2.1 给 出 了 一 个 最 优 停 时 901, 是否 还 有 其 它 的 最 优 停 时 
UE? 为 此 先 要 认识 最 优 停 时 的 特征 ， 
定理 2.2 iREX «co H. EX 4-00 CE- 2, , ND, WIS FP 
Hri c ERIH, 4628 HLELZDSE— B) nC nc ND. UB 
ZG T=n, 
EC anl SD, Tn, 


(2,32 
这 里 及 以 后 ， 两 个 随机 变量 的 相等 均 理解 为 as' 相 等 ， 不 论 是 下 
标 出 了 “as.” ERE, 
证 明 充分 性 。 设 T 满 足 (2.3)。 仿 效 定理 2.1 的 证 明知 ， 
Ey, = | ydP+ | y,dP 


rii rH] 
= [ maps | vaP 
iTz1; ELEM 


=s = Ey, = EX., 
.这 表明 7 是 最 优 停 时 。 
必要 性 。 证 明 较 长 。 设 是 最 优 停 时 ， 我 们 指出 
Isap EO FSI eapi (2.4) 
为 了 证 明 (2.4)， 首 先 证 明 ， 对 任何 停 时 024, 有 
E lF DX (a.8.), (2.5) 
实际 上 ， 对 任何 4€ 多;， 


| ydP- [ yidP+ ydP 
"4 Aniti) An io i 


m -Oy,dP + f y,..,dP 
An {go ty An tt (0 


m 9,dP + | ?已 
Ani FOETEETET 


+ ?id 


An "121? 
mem nan, 


O.D. Hon -c:Vi, MILD. o.D. 
现在 来 证 明 : HEMER £€ 4 0.ND. RH 
Iron EX a| F DII eua EX lF). (2.6) 
用 反 证 法 . SR AC ou. PODT 0, YEA ECL TRE. 
Eod . 
t, a wc A, 
= T, Eb ecA, 
则 ?是 停 叶 ， 且 


EX, -| XdP+ f „X AP>EX,, 
A A 


这 与 之 最 优 人 性 相 了 矛盾 ， 故 3. 的 成 立 。 在 52.60 中 取 上 = ci， 利 
Hi$2.1580(2.4. (2.50m 

Tos ECX SU Ou rst Vi uuu EOF i), 
[E Xy. |EX.|«oo, dk Y. — X. (2.5) H. 


agp Yid opp EQ 1 
TA 
Tossa Elles EOS | Fr) RP 
=E fison Pnr a 
zd4..guEQRUL Fn nN BP. 
这 就 证 明了 定理 的 必要 性 部 分 。 证 毕 。 
定理 2,3 (了 叭 一 性 准则 ) ” 设 互 |X | 一 ce ,EXi<o0(k=2,"， 
NO WI DEGREE PEE — B EA Pb RR. EM In NN, A 
PCT Sn, X a SEn nal FDE, (2.1) 
这 里 
c,-minfk, D1x;kszN ,X g= ye 
证 明 ”必要 性 ， 设 最 优 停 时 具有 一 个 ， 我 们 用 反 证 法 证 明 
(2.7) Wir, Wt n 满 是 P(B8:) 汪 0， 这 里 


Bn = ig,-n,X,-— EC S, |F ndhe 
4 加 
naf” oC Bs, 


Tails vE Bs, 
RE c, ZENER 2.1., W: ER, POODIO. MOR 


2,1% 


ECX | ns 


Thl 
ma 
ECGX opp FD SEn 0 Xa GEB, E. 
于 是 
Ex:=| xo,dp+| Xop 4P 
: Bg B 


n 


=f xe dp | Xrdp= EX,,. 
BE pn 
ZR ERR. Mag s DEBA UR. e SEEN, 
(2.7) E S. 

EA, BO. —U)u NO. SERE — IE DLE, 
ME Sa 0, B TES GIO nct E, 

| Xn Vn EO nal FD. ; 
A ACO.D RiPQuuemcO-0. AAPO: KEH 
Prscu = 0,HI o, E- 的 最 优 停 时 . 证 毕 ， 

作为 本 节 的 结束 ;我 们 指出 , “车 将 条 件 EX a” Oe dun, 
NOt Ny «EX qoo? (k=l, N), Æ 节 的 全 部 结论 仍 成 站， 
E 35 45, Jc Zl ic E, l 


$35 秘书 问题 


作为 上 节 一 角 理 论 的 应 用 ， 我 们 来 叙述 并 解答 一 个 著名 问题 
一 一 秘书 问题 。 

这 个 问题 的 提 靶 是 这 样 的 ， 某 公司 经 理 要 从 十 个 候选 人 中 选 
一 全 当 秘书 ， 十 个 人 是 -个 一 个 地 和 经 理 见 面 ， 这 PASA EAS 
等 ， 最 好 的 ， 次 好 的 ,… ,直到 最 其 的 (上 等 ), 现 这 十 人 按 随机 
的 顺和 储 ( 即 各 种 顺序 的 机 会 相等 ) 去 见 经 理 ， 经 理 每 抑 一 位 必须 
明确 治 术 ;拒绝 或 是 接受 他 。 如 果 拒 绝 ， 则 可 以 见 下 - -个 人 ;如 
HE, PRIER A, MRE. RE ki 
EARI E IEG ER, DAET HEU Ee Ar A BIR E h 
RT 

这 个 问题 还 有 许多 种 别 的 棍 法 ， 一 种 有 趣 的 提 法 如 下 ， 假 如 
- -个 国 王 要 赠 给 某 官 员 一 件 艺术 品 ， 要 于 官 员 从 十 件 艺 术 品 中 挑 
B. HERRER ERER HRR, KER, es E 
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到 最 差 的 ,但 并 不 把 这 十 件 艺 术 品 同时 拿 出 来 让 官员 挑 ,而 是 以 随 
机 的 顺序 一 件 一 件 地 展现 在 他 的 面前 ， 他 一 旦 看 中 了 某 一 个 就 不 
话 往 下 看 了 , 若 前 妃 售 都 厦 不 中 , 则 必须 取 第 十 个 .现在 问 :该 官员 
诬 访 采取 怎样 的 策略 ， 以 保证 选 到 最 美的 艺术 品 的 概率 最 大 ? 

这 类 问题 统称 秘书 问题 ， 是 Cayley (1875) 首 先 提出 的 。 苇 一 
. 般 情 形 下 的 解答 是 Gardener(1960) 给 出 的 。 

这 个 问题 可 概 揪 为 下 列 ER 型 : URN RECON IB, RS 
是 1,2,"”,N， 号 码 越 小 就 越 好 .这 些 东 西 按 随机 顺序 排列 ， 我 
们 依 序 进行 观察 ， 任 何 两 个 可 互相 比较 优 竺 ， 但 不 知道 它们 的 实 
际 寻 码 。 上 顺序 观察 时 或 者 拒绝 或 者 接 受 ( 后 一 情形 就 停止 观察 )， 
癌 ， 怎 样 的 停止 规则 使 得 到 “1” 的 概率 最 大 ? 
- 此 问题 可 表述 为 随机 序列 的 最 全 停止 问题 。 

记 

Q7 (09. w= (90,05, * US TET,2, 7 , NIS TE— HER]. 


ORENSE. 令 P(o) = AT OED, Fh 9 之 一 切 子 集 组 


JR. 对 任何 4E A, HUE POD =D PW, Hu = ooy) EQ 
. m cá 
上 时， 令 TIDLUPPEPOOLIIPUTRLMTE 小 于 或 等 于 cx 的 个 数 
CupE 0,05, ** ,brn 中 的 相对 和 名次) ,于 是 有 随机 序列 {1 ， 
o Ey (Fo Foto da. 注意 前 一 序列 是 非 观 £x 的 ， 后 者 是 观察 变 
E (HUE RUE PARE SD. Ar ons vo AMES 
mx 都 可 测 的 最 小 5 代数 )。 这 是 到 时 刻 K& 为 让 得 到 的 全 部 信息 ， 
h 


: K 
Far? yz], 

kY) = N 
Ü, . Gym. 


Xi =f; «n i= le. ND. 
当然 x1 是 + 可 测 的 。 fETRETR NE CHD EE ET WD AE X TUE HS 
停 时 .我 们 希望 找到 停 时 ”满足 : i 
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PO,—-D =supP (fe =i); 


这 里 sap 是 对 一 切 停 时 + 而 言 的 
”为 了 将 这 个 问题 化 为 &1 中 的 最 优 停止 (最 天 期 望 ) 问 题 ， 先 
证 几 个 引 理 。 
2132.1 1j) E 1,2 KZE HAUSEN, 
AG ntf m (CO omms o Ek kk 个 里 处 于 《和 相对 ) 第 族 
M 名 ,… ;wk 在 头 k 个 里 处 于 (相对 ) 第 i 和 名}， 
BRGGo S RE 


1 
"E 
ix GBdERODGRURd4rBUDUETAE. 
证 明 “上 HE5Íj50/UU4ET2, eg HER, RRE 
(0 HK Gom SHAG Sons RD. (3.D 
25 i Br 
T ((0, 40, 7 040) = (tp Uke TON 
kgo E (o, n o, PAR A CAE ifr. NP TRIN E 
相对 名 次 是 芒 的 分 量 ,…。 则 了 是 4 六， 到 4 上 
之 一 一 映射 ， DAER DÈN. 另 一 方面 


Q* , U, AG: Li fpl» 
这 里 每 个 加 项 对 应 1 S IMMER ^1, Jn SL PAL 38 
3x. X dRQOO = N1， 这 就 推出 了 引 理 3.1 的 结论 。 证 毕 ， 


513.2 设立 下 是 玉 个 整数 ， gia = MENOR i 


有 
， - I 
(15 ICEEIMDEMEPLIISE kr? 


(QD PU si) pn 2s 


(35 Yodan Yn tAE RT, 
(D Pn =i sye ioil} l 
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已 1 
证 明 给 定 dye IMP 我 们 说 必 有 :1,2， "t ;的 一 个 排列 
NTILETPS 302 


T. Y= ipes Yg m1, = AC nma, (3.2) 

RPAG sJ O ZE ARE. T. 

我 们 可 用 归纳 法 证 明 这 一 点 。k= 1 有 时 结论 显然 (因为 i = 1). 
车 对 于 k=1 一 1 绪论 成 立 ， 好 有 位,2,…,1 一 1} 的 排列 (1 ,*…， 
Ti- OE: 

fu, HiS its Yg- mua T AGLI, 
Msci-IBHAIGB., Ajj +l M ssil Bici, 4 
PESE 当 s = Ih, LEPLIM in] 
19; Vm yt = AGs 1) 


可 见 (3.2) 对 一 切 必 六 FS3zI 成 立 。 于 是 


PO Sim, Yr) = N! U kr* 


TERRE ne ui, 求 和 ， 得 PCyk IO = 地， 从 而 


， - l 1 i 
PG -—1,, Vk =i) = T r "9 CEET TE k 


= PU iDP iD POR 1. 
XX RHY, t VAATES. 
为 了 证 明 (4) 成 立 。 TIE i= 1( 否 则 (4) 式 两 过 都 是 0)， 
die. i ele 1 
= Filwr, wg 1l Ue uiam, ULTRIES 


OOL-DI 


kr 
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PO, = iye = Lik D 
CVD 1 .I 
NI D, -1 N 
k . 
SRPS otoy T D. 
证 毕 。 
283.3 Mix, gx(ye)。z 是 关于 1 多 人 之 任 一 停 时 ， 则 
PO,2D-2EX. 
ER FÆ 
PEREL] pE Gelk) 
对 任何 4E S74, d Borelf BWE : 


. A= {Cy i) EPR}. 
于 是 
PAS, =1)= Pis ef 1 


FE 1 i's 


= ` PQn mium Yp m gk 


HE 1 IEEE: 


=| gy ID dP, 
E 
ae Pip SEA p) =E Gu Yg) e 
x . 
PÆ =DD POSK, k51) 
k=l 
N 
232 PERLA dP 
k-1 izak: 
N 
-»| ar CD dP = Ex,, 
k-ivíiTt5d 
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证 毕 . 

值得 注意 的 是 ， 对 测度 己 而 言 ， 零 测 集 必 是 空 集 ， 故 对 成 而 
A “as R” 就 是 “处 处 成 立 ?。 

从 引 理 3.3 看 出 ， 要 找 停 止 法则 t( 售 时) 使 得 P(E ,= 1) 达 到 
最 大 ， 等 价 于 使 Ex 达到 最 大 ， 页 我 们 可 用 $ 23 中 理论 来 求解 , 关 
键 是 求 出 {Yn7， 

首先 ,我 们 指出 ，7; ÆG OT 测 的 ， 可 用 后 退 归 纳 半 证 明 
这 一 点 。 显 然 Yy = Xy SN 是 oCyy) RT IBS. d i-kh Yt 是 
c Cy; 2 aT d. HA Borel $6, Co fe fv, = 6s, ly 

Yp- = max(x, EC, Cu | x 122 
= max(x,.,,Eó« (0) 
CE 2, 与 1, sye ES). DEU Yr- BÆ ttx-1y 可 测 
的 ， 焦 归纳 落 知 ， 对 一 切 EN, V 是 co 可 测 的 ， 即 有 
Borel có, f fv. = 6; GGl, ND, H 


$; C) = maxQ(g; GO EG Lu Q3 0] 02 
7max(g, (Yi) Epiri i) 


i iit 


= max( 9i i), > Pi DPW -p) 
n jzi 


1 i41 
= masg D rep Dba D) Ge Ls N - D. 
EE 


1， =l, 


TOORE y». 


利用 上 列 递 推 公式 号 可 求 出 所 有 的 中 来。 为 找 出 $i 之 明显 表达 
s, ENEB, 


m*Amin{m, mæl ! em ex xd 


'"N-1 N-2 m 
别 [ 2zzm*uN-]. 
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引 理 5.4 HAMISAN, OH 


k 
| $.O00 ZN’ 


- k i 1 el 
$2 xci Toce 十 «) GSD. 
对 一 切 ] :Kk 之 mm*， H 
TEM QÍQ m*-if l. d. mic 
és (dura GO o p (goi emm) ASi. 
证 明 利用 ,的 递 推 公式 及 后 退 归 纳 法 即 知 所 述 结 论 威 并 ， 
从 定理 1.1 知 ， 对 {xx} 的 一 个 最 优 停 时 是 
o =inf{k, ] EREN ,Yr = Xp} 
= infík. xke No ku Q4 7 Gr Cy) 
= infik, LEKEN- b Pe) 9&0) AN, 
这 里 


a ^ b^ min(a, P), inf gð, 


HEr S lit, 04042250, WüsuQnO —0. E 
. uc k aoc 
e,-intl k, IXkeN-1.0&C(D y, y, 7 1]AN. ， 


[B x- Damkeumt, 


p oH y! 2. 1. E k 
KD =i N-I Uta >R 


k 
ADU. 故 得 


kIm*l = 


定理 3.1 oinf{k; m*sk&N -l Y= IJAN. 
这 个 最 优 停 对 (最 优选 取 策略 ?可 描述 如下; EAN P E 


-45 


中 选取 最 好 的 ， 应 读 现 察 并 放 过 头 n* - 1 个 见 到 的 物 唱 ， 然 后 观 
察 到 第 一 个 这 样 的 东西 : 它 比 前 面 的 都 好 为 睹 。 若 观察 到 第 N - 
件 ， 发 现 第 N -1 件 并 不 比 以 前 各 忻 都 好 ， 则 搂 受 第 六 件 ， 此 时 


挑 到 时 好 物品 的 概率 是 PC = D. 


据 定理 1.1 知 
Pis, =])= Er,= EP) 


”如 应 N= 10, 易 知 mr = 4， 


P. = 1 = 3S( reed jest, | 
如 取 N -5, EBnm*-3, PG, = 1) = 0.433. 
N 24, dh km* 2 2,P(E,, 91) 5 0.458. 
N«3, nm* -2.PC, 21 70.5, 
LJ EBHESMBXE T NISS. SIN = 2 时 ， 显 然 nS 及 zs=2 都 
ER. SNAR, mir 利用 不 等 式 


k+lidx p f dx 
NE: BS kel 


~ N | 
Bii mt-- (Noso), mH. 


PG, -D- ll (554 t tx) 
0.388 (Noc), js 
上 面 已 指出 N=2 时， 最 优 停 时 (策略 ) 不 唯一 .下面 指出 
N3 时 ， 上 面 求 出 的 c, 是 唯一 的 最 Do 停 时 (策略 )( 见 Efri 
《1985))。 


引 理 3.5 Wil; … 的 任 一 EST 工 


ik 
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(DR BEA EE. 

证 明 kanil, 则 结论 明 HERI S. 下 而 设 1 所 大 二 ne。 任何 
ER ARRS e oa E ag’ u 起 韭 负 整数 )。 令 
M 2 makGg, lg Lists. A AMELA ES H enian E 
Moi. EEIEAT i it. ddagsag. tss ZA EROS 


m, 


TI 


M; ^a; (r2 Kk,.n, 


MI ODIPUES PEE 


Lu 
viov ood... 
i0 al。 2i} tapre git 
lek Ti* 

_ M up* 
54 — mo 
bk 
UE M-il + up 
rsa” 

- Uma . 


注意 MicsslGst)， 此 式 分 了 是 奇数 ， 分 母 是 偶数 ， 从 而 
六 -不能 中 将 数 。 证 毕 ， 
ITE 
E32 CANIDOAL REB AJE E-A RRE RT. 
证 明 FEMI. 3. EVI UE 


P(c,-n,X, = El nal Fn —2 0. (3.32 
Zanle9m*Ikb (m*l XA WD. 


ECA. 1 |F n) =E Pno Ynad F n) 


1 ， 
= Epr Cn 24 EL 


Mh eel) 
(ON N-1 y i 
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nil mn - 
IBERA T nN x1, Afi 


Xn F AD — ER. "mE. 


这 表明 [3.3) 成 立 。 证 毕 . 


$ 4 ”随机 序列 的 最 优 停 时 的 存在 性 = 


从 本 节 开 始 ， 我 们 来 讨论 无 穷 序 列 CXn ,Fn,n 全 0) 了 的 最 优 
停止 问题 ， 和 有 限时 间 内 的 情况 不 局 ， 现 在 序列 疫 有 景 后 元 素 ， 
后 退 归 纳 法 用 不 上 ， 人 情况 复杂 多 了 ， 蕉 至 有 时 最 优 停 时 不 存在 。 
我 们 首先 讨论 最 佐 停 时 的 存在 性 条 件 。 l 

我 们 沿用 1 中 的 定 交 和 记号 ， 例 如 : 

C={r: TERI EEX, TERES, 
hra V =sup EX, TEC} 

为 了 保证 得 到 明确 的 结果 ， EN FARA: 

LU ECsup X3) < < 

本 节 的 主要 目标 是 证 明 ; 在 条 件 4+ 满 足 时 ， 最 优 停 时 一 定 
FE, MAh A tE EX V 
| OA rürSixx rd EE RB, 要 作 许 多 人 准备 工作 ， 首先 引进 本 性 
上 确 界 的 概念 ， 

定义 4.1 IRE ,QE AMECQ, X ,P) EIT S [E ho b HL 2E 
量 族 ， 称 随机 变量 2= *(@) 是 它 的 本 性 上 确 界 ， 如 果 

i》 对 任何 aE A, TeS (2.5.2; | 

i) XY YO. X —U) ac A.£,«Y a.) MEYS 
(2.8.5, 

显然 ， 村 性 上 确 界 如 果 存在， 则 只 有 一 个 Ca.s, 意义 下 》， 
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LUF dd fE e.sup(£,) zx e.sup(f,: 8€ A). KAE An Bl, 
sup(/,, QE 4} 就 是 一 个 本 性 .上 确 界 。 我 位 指 出 ,任何 随机 变革 
族 均 有 本 性 鞋 确 界 ， 

引 理 4.1 Wa aE 4 是 广义 实 值 的 随机 变量 原 ， 则 存在 4 
之 到 多 可 数 子 集 M 使 得 sup 从 。，0EM} 就 是 这 s,0S 41 的 本 性 上 
ELR 

证 明 ”不妨 设 4 是 不 可 数 集 ， 对 任何 可 数 集 8 一 4， 令 

ÍCGD = [sop (arete Eas QE B;jdP, 


E 


这 里 规定 


T x 
aretgcc — 5, ^ aretg(- 00) = =p 


e 
a-sup(f(B); BÆA 之 可 数 子 集 }。 


^4 ER B BOCA BS EE QUAD, HER lim fia) 5a ^ | 
M= U Bs. 则 M 是 可 数 集 且 fCM) =a, 记 
U z-sup(£. a€ Mj. 

我 们 指出 ，> 就 是 1557ac AMO Ae HE 上 确 界 。 实 际 上 ， 任 给 定 


BCA, 
a-f(MDO)«JIOMUBIoxa, 


dt fM) - KM GL (BD. 
sup(arctg ts: a€ M) «sup(aretgZ,; oC MU) (3.8), 


-从 而 s 
sup(arctg £,, aC M)zzaretgz5). a.s.) 


BizmL, (aS. YJ, 证 上 毕 ， 
引 理 4,2 RE, Mi 


Tim ECL E OKEE, Fa) (2-5), 
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IER LEEBL AEG or. v poflit. 
证 明 任 给 定 负 整数 mw， 随机 变量 m= max m fap 
的 ， 依 熟知 的 Lery 定 理 有 
lmEQ ml.) Em gy). 
" n 


lim EC! | zlimE( Sm] FRSE Smi ga.s.). 
APE magt (m0), fkFatoug|fg Sn 


dim EGY m SL ECL | Z a.s.) 
所 以 i 
lim EG Ln SEGUE D (aun. 
UER. 
5184,3 iRř>O0, Eco, {En AL. 
EnEn) (ass.), — n, 
则 有 
E(lim£, Slim Ef, 
" kii 
证 明 Gn SEEI n) -Ën hFatouaj i 
E(lim 2,) x IimEn,, 
但 
lima, = ECF |...) - lim£, (2.3.3, 
Ely = ES — E£,, 
所 以 
Ellimt lim Efa. 
证 毕 。 
4 
CQ 701; rf 是 个 时 ，r 守 hEEX, 存 在 1， 
7a Te Sup  ECX |. 409: T€ C7, (4.1) 
XH n-0,1.2,—. PEZE supe = —cc. BER, Co- C, M 
引 理 4.1 知 ,7 是 存在 的 由 吕 选 得 是 .4 可 测 的 。 以 下 就 假定 1.4 
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.Fr 可 测 的 。 显 然 ， 只 要 EX 存在， WM YX (as.)。 序 列 
Ons a EHRE CX. hjiel, 
引 理 4.4 IRAE, Mat- -Ejn =0, 
Yn MaaC Xas E nal 800 (3.8.0.7 (4.2) 
证 明 对 会 何 rE Cu HEX LossupXi. n 
EX | A s ECupX kj Fn) (3.8.2, 
PI 
Wei 
Va ECGupX£| F n) EDETS 
25 
REE a ETE. "reC.lb, 
ECX. LF n) = Firan Xn + 站 S 
rn Xt iironE nal Fn? 
max( X&.E rn F1 i F nD (8.5.)., 
h THE C, roS EREN, UDEN. VER. 
引 理 4.5 ix A 成立， 则 
dim a= lim Xala.) 
T "u 
证 明 TEZT EU m«n, TCCs., 有 
ECX, | FEE(sup X j| 9.) 
jm 
ak VsxEGap Xl 54. 
jem 
从 引 理 4.2 知 
lim yn E(upXy |F,.) = supX ,(a,s.), 
n j=m jzm 
Amos, 
limye lim X, (2.5.5, 
HMs X«scYà (3.5), H lim Y, 7 lim X, (as.)。 证 毕 。 
LAFEE, "E -n? 意味 着 "£n (2.507, "Zn? 意味 着 
«EIN (a.s. "^, 
以 下 记 
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Va sup! EX: T€ Ca, 
cy zinfik, Ken, Y, e XQ). C4.3) 
Tje 
我 们 的 用 标 是 证 明 ,在 4 下 ,zs 是 Cn 中 最 优 的 ,部 EX = Va 
Q0), Hle 是 最 优 停 时 。” 
定理 4.1 YE AUGE. 8260, CE C. RE. 对 一 切 kon, 
ZgE X. E, E r-k[, 
TE LY], 4 rk jit, 


则 
ECX,l. £4) Ya E, EX.zEY.-EZVa-—t, 
证 明 ”只 须 证 第 一 个 不 等 式 成 立 。 ERA EAEI n 
, | reap = | y,dP + | y,dP 
EI A^ [Taj ATSH, 
< | map + | yuridP 
Aiten: 


AnIT>A; , 


= | ydP + | Ya dP 
Aiten) Airan +1} 
+ Yan dP 


ANITHA» 1l} 


“< | Y dË + | PaP, 


Ee. 
u A 
a AVitTaN] Bart NI 
但 是 
P acing Sz E(QUpAX LS y)s 
jat , 


利用 引 理 4.3 A0 - ~ 
[sao < | ydP + | Him y,dP 


Anis. 


A ANT a] 
= (X, ~ eIdP+ | (lim Xnw+eydP 
ANIT ga} ATT aw 
=| + eydP, 
A 


XX ERE AGE: = Hm va 这 种 评剧 了 CN Ia Ya fu. 
i. E 
定理 4.2 VER PEA Eao 610. HL 
aC) c infik, kien, Ye ki-, C1.1} 
Tfi PADS 
LOEGLS Fn VIS 08. EXS re Va cti (4.5) 
z Fa 7 OD E Cs Hi EUCH MAN o = eo T tehh ie UC 
的 l 
To a EnO, Val ao, JRR onio ik TUM 
do An limx, = -es (a.s,), Va — cc, Bo on Afr US, 
证 明 HR c-o0.€0. AE PH 4.1 XE d£ TE nCL 50 mor. TE 
DHR 6 — 0, Blu ow 是 Cas 中 最 优 的 ， 当 然 re 是 所 有 停 时 中 
Bk (Ira. 
TP eSt, VQ. — 90, W 
EXo, in VaT EY 0, 
Mif X2, o [BIS EAE 
PX, (CE)| = 002 2 0. 
但 是 
{Tn CE) = oci 9 对 一 切 zn, Xp ep} 


{lm Xp HE :ia Yer Oale) = Oc) 


1 o.) oc), 
X.-—YF.Ca,.s,), 


TE 
PQsQ€D) = cc) PC] X, 


这 表明 on(5) 是 有 限 的 ， mE 
车 JimX = -oo (2,8, Va — co BILE X 4 Vs > — cc, 
X Plen 00220, Mif 
P(X,, = -oc)mP(n, =), 


TIE =)= 
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是 BX。 = -co. REB T GP JA. dE Ptow= ce)=0。 证 


A.T IKAR Vai- coim H. 
rr 是 有 限 停 时 ，EX。 存 在 }， 
Pa =e, 50 ECX:| Fa): t€ Ën}, 
PQ-sup[EX.: t€ Cn, 


由 
Tan=yra,s, 1 Fa Vaa 


证 明 ”对 在 何 二 0， 从 定理 4.2 Ad 
Pn EEX a, aV TE, 
由 于 s ER &&kV.V.. 5-Jyi mb RA aV MA 
Fr= Vns 由 于 
(OEYQESECXSL (ey ) +t ECEP, t €, 
me "I f£ x4 rh. M EYQEYPa. [B ig FRCR V.S Pancas.) 故 
Pn = Yna...) 证 毕 。 | 
附带 说 一 句 ， 从 下 一 节 的 引 理 5,3 知 道 ， 系 4,1 中 的 条 件 4.4*+ 
R” AAEH. 
l 最 后 我 们 指出 ， 在 4* 下 ， 最 优 停 时 不 一 定 是 有 限 的 ; 没有 
条 件 4+， 则 最 优 停 时 可 能 不 存在 ， 
例 4.1 设 (P, 交 ,P) 是 任何 概率 空间 ，{ 和 是 一 列 上 升 
的 子 o 代数 ，XXi = -一 (ns0)。 当 然 条 件 4+ 成 立 ， 易 知 和 =1 


站 十 了 
《a.s.) .当然 c = co 是 最 优 舍 时 , 且 V = 1。 车 * 是 任何 有 限 停 时 , 则 
Xi <Xoorr 故 EX-<EXri 这 表明 任何 有 限 停 时 都 不 是 最 优 的 。 
例 4.2， 设 yo,y… 是 (9, 多 ,已 ) 上 相互 独立 的 随机 变量 列 ,y， 
取 值 1 或 -1l， 且 , 


PGi-DcPGi--D - om0, 


n 
£D 
X. eg llo. +1), 
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Ua 7 CES. Vp. ttt NR (nz, 


AM EEFI o Z aon 00s A DE BE bp, eO 


出 , = 2, [I8 -- Efi cr E EX.-—2, Bp Jd QC ERIT, 
"" 


2(n + 2) n+t2 1 
E Xni Fn) = pM Yari + Dami päte 
| R? 4 4n 4 
"n*c-4n8 


RECN ne aX. 县 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Ye 70 , 


BU: X» 70i ( Os = —1}, JA Borel-Cantelli 8 [EB 5n 


Rap nau 
| pf y (Xy 70:71. 
n-0 


limX,-0 (a.s.), 
LI 


给 定 停 时 r， 令 5s=infrn; X, = 01。 分 两 种 情况 讨论 ， 


D PGzis-1, JEN X.-0,. Wk 
EX. -0«8. 
D PG 1. EHn, (BR 
Psn) 0. 
AFiS masl EF n WARS e EE 
TENTE) = {yo tm Yn € B). 
由 于 这 个 集合 非 空 ， l 
{TENS = {ye E lms Yao = l}, 
WER, 3$:0202n. W A kan fE f JC(w)= 一 
LETCI - 0, TEX. (9) 70, 


no 
EX:= | XrdP= 7 x,dP 
Fung] keb jgak] 


从 而 
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” 另 一 方面 ， 


故 V = 2， 任 何 停 时 都 不 是 最 优 的 。 


$5 最 优 停 时 的 特征 与 唯一 性 准则 
上 节 证 明了 ， 在 条 件 4+* 下 ，c 是 最 优 停 时 。 现 在 问 ， 是 否 还 
有 其 它 的 最 优 停 时 ? 为 此 需要 认识 最 优 停 时 的 特征 、 我 们 可 以 在 
较 弱 的 条 件 下 进行 讨论 ， 引 进 条 件 : 
Li EX «2 (—Hgjnz0, 
BIES] WARIRA'R Lubin, RDXHERIEM Sn, 有 
ECY il Fan YI (8,8.2, 
证 明 MEIE. BAEk ione 
PCEC |F n) Sd 770. 
EB {Ei Farn) MEM 2E., |F) — Y, 这 里 
ce 之 定义 见 84. 令 — | 
r= » OuIgataki t CO Tage ut en 


Rk 


A xri. rn, 


| xa X d x, dP + | xdb 
H 


P Tk) Hriítexi 


-> f dP + | y, dP 


Bik} Bnitex 


-ar >fr,aP, 
H B 
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这 与 媒 ( 科 :| X aQ7IVO (Ca. BLAUE. Mif dre cw] Do [PRA Ld. 

X5.1. WRIA RR LES MAET tkr 114ES cn 
则 必 有 - o 
B(V4IE.F TZ». as., (5. 

证 明 任意 给 定 BZ Fas n. FI B TSR E Fn: I XHI 
EE 5.1% 


j E Jj. 
ff-üjCH Tsa: B iTÍw B s tif: 


i 


yip= [onam | yap= (boca. 


AÍr2co)cin-o, qd 


gu | aaP， 
B B 
这 就 证 明了 《5.2) 成 立 ， 
用 “ 鞠 论 ”的 语言 来 说 ， 我 们 证 RT Cus 2:00 REGENT 
Ełk. FB. X 5.1 中 的 条 件 可 以 威 勇 。 念 
Xach) = mine Xn by (5720), 
yb) =e ap EX DF a): vcn, TRR). 
引 理 5.2 RAHLE, M — n0, 
lim y, Cb) —Ya (23.8.5, (5.3) 
证 明 ”任意 名 a E MEC, (Mn, EX: TE) $ 
[^ MOcCIEC(XC, | 029 X. 
n, a. 
aE ihh trn EX, H 


ECX,| FEX, |F n)a 
从 引 理 5.1 At 
ECGX 00) (FORE: OD | F d) SQ ga.s, J; 


27 


HX -X $b ce， 利用 单调 收 敏 定理 知 
EX L7 D Elinya (h) (a,5,), 


ak ECx,] 5, )hmy,eb) zv, (2.8.0, 
n 


由 于 主 是 Cs 中 任意 停 时 ， 故 
Va ss limya(b) a (Ca.3.). 
所 以 (5.3) 成 立 。 证 毕 . 
X5.2 BALEX. MAMARE REIST 
EXI, EH 
EO lF EY. Case (5,4) 
证 明 从 系 5.1 知 ， 
五 (yy (| Er LY. Ca,s.), 
AY CB) FY (b--050, 
VOD ZEV 4D ZEX 4,QDZ2 — X83(2,5.2, 
4&b-ocHnáno.4)p 3r. ERE. 
Fix BETIEBES.5 RE 8ETTOS (1085008 s (9. 
定理 5.1 WAHR LIES. L V<, WX T (Ep E 最 优 
(B. E BL HABI IE: 
. Yr=X;, - 5.5) 
E| En) = Y4 Eiran E), (5.6) 
证 明 充分 性 . 设 停 时 tr 请 是 (5.5} 和 (5.6), 则 EX+r= EVoz-V, 
这 表明 r 是 最 优 的 (VY 之 定 羡 见 $4 的 开始 部 分 )。 
必要 性 。 证明 较 长 。 设 z* 是 最 优 停 时 , REX :=Y 是 有 限 数 。 
FE slimy O), 由 于 
YD EXD IR - Xi OLÉ0, 
利用 单调 收 敏 定理 知 
Es = limE OG»), 
根据 引 理 5.1 知 
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EQ OO EXC) XV, 
CTAREBDVOEXG 5) :方面 从 引 理 5.2 5. dEDp00] b 
=y Xr-clM, yeth) = my, (b= x.^6, lk (co ETzX. 
(a5). 从 EE = EX , 推 知 (iocos 
l | y. as。 

ATAG., HAIE: 对 任何 停 时 t€ Cas E 
hirom EX j Fl mE Xi F n)a (5.7) 
MEIE. HEC ERPS, RE 
= {Firum ELX} F D Ehron EX F 2j. 
A&S-Hg tige, W S E HL 
Exs = fx; dP + [x dP > þe dP + E dP= EX,, 
这 与 + 的 最 优 性 让 矛盾 ， dk. DR. 
AG.7550 
MTS (2.8.5, 
另 一 方面 
TesnECXs | Fn) 二 im 本 (va Fran Ca.s.), 
Liron ECX |F nd = Tn (2.5.2. . (5.8) 
由 于 Xi 可 积 , 利 用 Levy BEAUX. = ”7..( 在 {f= co) Eas, HD. 
这 就 还 明了 (5.5) 成 立 。 从 (5.5) 和 (5.8) 直 接 得 到 (5.6)。 证 比 ， 
定理 5,2 设 条 件 4+ 和 工 成 立 ， 为 了 停 时 :是 最 优 的 ， 必须 且 
bPETJu 
DS "ii (45.9) 
EO nal Fn Hron, m 
证 明 充分 性 、 从 定理 4.1 即 知 ， 而 且 不 需要 条 件 LL。 现在 
来 证 芝 委 性 。 设 = 是 最 优 的 ， 从 定理 5.1 知 y- = 和 X。(s.s.), 且 


Liers mi PT — fii nima... CR.8.),. 
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JEAN DE nS PEERS. 81 
Lr ECX: | Pa) Ls. Ens] Fade 
十 利用 55.87 知 | 
Doa 27 FissnEC Fn) 

Ax BEES] T OG. EE. 

从 定理 5.2 丰 出， 在 条 件 4* 及 工 下 ， 上 节 定 义 的 停 时 0 EE 
dé i UE. l . 

定理 5,3 HAFLER Vac. Pie 优 售 时 存在 ， 则 
7 就 古 一 个 最 优 停 时 。 

证 明 设 了 是 最 优 停 时 ， 从 定理 5.1 知 

Y= Xr (Ca.s.), 

d c0 (2.5.0, JAGRS5.15n 


EO, OD ZEC: O, 
Yo (DEY, (0 一 下 XI — o0, 


E (my, 5)» > EClimy (05, 
bs ben 


lim? Œ) S Jirane + Firs limy Ch) 
bo b 


= ectet lr NX. = Xa 
lim Vb) m hrsaYetlasaX.— Xu 
TEREX, SEX. o ARH BERAE. ERR. 
O E54 MORE LIEB, VS, XE— HD, 
P(e 2n, EQ |. = Yn) = 0, (5.10) 
MEH TE db -- T. 
证 明 irei R DAI (1.5), TÉ 


PoonaiEBQY.., R2 = P. EG. | 7.2 = Pala, 
故 
[rn-2aicio =A, EG |. n) = Vn. 
A G.ID P Dn =a) =0, EAP >) =0, M mto (a.s), 
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这 表明 最 优 停 时 至 多 有 一 个 。 证 毕 。 
”定理 5.5( 唯 一 性 准则 〉 ” 设 条 件 4* 及 荆 成 立 ， 则 当 生 仪 当 
(5.10》 成 立时 ;0 是 歇 -的 最 优 停 时 。 

证 明 充分 性 显然 。 以 下 证 明 必 委 性 . 设 有 n 居 0 使 得 PCBn) 
>p jE 


Ba={0 =n, EC'a.il Fn) = Ynte 
A 


这 里 
Cpe —inf(k, kznel, Y= Xpo 


Di E. Mos45n 
EK sana 1 2.12 2 ni 


项 在 Bn 上 
ECX eaan Fan) =E Yna (Fn) = Xa. 
于 是 
EX 2 [XAP [x,,, 3P 
si o7 008, 


= | xcdP+ [xsaP = EX. 
BE B 
REH: 也 是 最 优 停 时 。 也 是 
Pitao PBa) 70, 

可 见 最 优 停 时 不 只 - -个 。 这 就 证 明了 (5.10) 是 最 优 停 时 唯 -- 的 必 
X4 fb. WEE. 

定理 5.6 YE) Xa <n>, V = cc B.E TERRE UU EE c, 
则 有 下 到 结论 ， 

QD 如果 PCt 二 0) 二 0， 则 最 优 停 时 有 无 穷 多 个 ， l 

D 如 果 PCr = se) = 1， 则 基 优 停 时 唯一 的 充 要 条 件 是 .元 由 
一 些 零 概 率 集 合 及 其 余 集 组 成 , 
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证 明 ED. #PO<%0)>0, 则 有 = 满足 Ptr= 办 >0。 
fEXADEkn, A 


别 tL AES EH PG, xr) 0, 
EX, = [x.P- f xidP= co, 
‘a J 由 , 
”这 是 因为 EX:=VY= 吕 而 
Xraps | xslaP<o. 
. LECT lran} ` 

a EHRE 2625 n TECDCDREIST 

著 最 优 停 时 只 有 一 个 ， 且 P(r = 20》 = 1， 我 们 来 证 明 ， 如 果 
4E Fn PCA) = 1 或 0。 | 

HRI., BRAGI n 0 .PCGAYXI. AA EX. =, 不 
妨 设 | x-aP= cc (否则 考虑 4c)。 

A 


令 ep AE, 
n, A* E, 
Wt 是 停 时 ， PGxcO)—O0HEX;,- cc. Rcg 的 最 优 停 
BREIBAPIE. PCA = 1 或 0。 
反之 ， 考 .中 的 集合 的 概率 非 0 Hii, Hj 性 一 停 时 概率 为 
一 地 等 于 常数 。 因 为 E|Xn | 二 0， 故 最 优 停 时 概率 为 一 地 等 于 
ce。 证 毕 ， 


T: 逐 近 定理 及 有 界 性 准则 


MEWE, ERIA TOERE. kH o r 这 
PRAH RY h FEIA Sn OR A EUG XE. 
y 的 计算 一 般 是 很 困难 的 (在 某 些 特殊 情况 下 有 办 法 求 ， 见 $ 8). 
但 是 在 一 定 条 件 下 ，Y4 可 用 有 限时 间 内 的 其 来 表 近 ， 从 而 最 优 停 
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时 0 也 训 用 有 限时 间 内 相应 的 量 来 道 近 ， 而 对 于 有 限时 间 的 情 
. 形 ， 可 使 用 32 中 介绍 过 的 后 进 归 纳 法 。 本 节 就 是 来 讨论 这 种 过 
近 ， 并 给 出 保证 最 优 停 时 有 界 的 条 件 ， 
假设 (xy 和 320) 满 是 条 件 工 , 即 有 EX com), d 
ZERREN, WAX ,0<nr<sN) 的 最 优 停 止 问题 。 令 
AX p 
YNAmaxCX,, EOZ aF 45, (6.D 
Xdhn-2N-1,^5,19. ` 
SHAinf{k, OLKLN, VE= XQ). — 
IV PEE | 
ECX ul 42) = Yl Ca.s.), 


EX,x-sup[EX,, r KE IH, 0<r<Nj。 
自然 提出 下 列 问题 :“ : 2 
© XAR lim EX r= VERRY RT 7 
V-sp(EX,. rt 是 停 时 ，EX, 存在 ) 
E slim SF ERREX n, n. n0) Z BE UCDIRE T 


dei HE. dmiS mum. ARABERA GRE 
例 6.1 设 v3odERIDÉGE Bü a E a A s, 取 值 1 或 
一 工 ， 


pa D= = -Dy GRO, 
S. m OUI V. trt MR ml), 


了 n+l 
Xa = min gem FA) Lr OSO, . 


我 们 来 研究 序列 (Xn, 守 4,n 室 0) 的 最 优 停止 问题 。 首 先 指 此 
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EX pal FEX, Que. (6.2) 
实际 上 ， 因 为 
min(1,x) > j Qnin x1) + min( ,x~ 1)), 
对 任何 AC... 
Í X aed? 
4 


= min(],Jy + t+ ys * 1)dP 


ACi Yp," l? 


TERDA) 


+ minli, yy +*+ y4 - 1)dP — a5 


ANIE "-1} 


n+l 


=; f min{il, yyt e ya t 12dP 
Aja 


E n42 
*x], minl, yyt = + yn — Dd P — grar 


; n+l 
<f mima ote t 'OdP - pa OO 


=| XnaP. 
EI 


这 就 证 明 T (6.2) CHIOX Anna AE E BO. dit M (6. D 知 
Y$-X.G.0QneNND, M Mis” -00.9, 
EXsN= EXy= -5 
^ 


£-inf(n, n0, Ya 4 + yn =1}, 
利用 Chung -Fuchs 定理 ( 见 第 二 章 $3) 知 P(E<c6)=1。 由 于 
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我 们 指出 ， 这 个 1 是 最 优 停 有 时。 实际 上 ,任意 给 定 个 时 4 , 记 
Z, = minl, Sa), XE S, Syot tine REX, , X. 97 


&n EX, 存在 且 


EX, = | X,dP^ XudP 


< | Xudp+ [ (i - 2: 
(aci) | ium 

E AXQ,dÀP 十 X,.dP, 

fux! ` tuš ft 


但 ust 时 ， S, El), A fg X,.—0« X,, 页 


XQ AP X,dP, 
DE E- tucty t 

总 之 ，EX<BX:， 这 表明 上 是 最 优 停 时 。Y EX,0. 可见 

lims" = Q(a.5.), lims” REREH mE 

N N . 


EX a=- LV, 


这 个 例子 者 明 ， Big A 成 立 ， 有 了 时 还 不 能 用 有 限时 间 内 的 
县 作为 无 穷 时 间 内 的 量 的 近似 值 . 

Ail A FER DE RR. 

ZRI 4099 285—017 1:3 

QX.-XL-XiQmL0. — 

D E(sup| X11) «o0; 


®© X20, Xi» noRWR.EXI-co(nm0), 则 有 下 列 结论 ， 
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: 这 里 


(15 limEX PLA (8.3) 
(2) 5 Z sups (a. s.), WH. o 是 最 优 停 时 ， 这 里 
o =infn, n=l, Yn -XQj. 


为 了 证 明 这 个 定理 ， 先 证 明 -一 个 引 理 ， 它 揭示 了 次 的 直观 
Ei. 

5]126.1 WECX n Fa One ND MS gr EXji«o(n-20,1, 
ev ND, BIS BON, di 


yp ze.sup(ECX | Fa) TEAM, N))Qa.s.), 
ie GN) = (0, rz 是 停 时 且 ne N), 


， 证 明 对 = 作 后 退 归纳 法 。z= 尺 时 结论 显然 成 立 。 刘 ”= 天 
针 结 论 成 立 ， 我 们 来 研究 n=k~1 的 情形 CD 对 任何 rE 
wik-1, N), . 
ECX| DE. Tirek- X ca Firan EEX Su] 40 DE Kal 
COE ec ui eat Ls EORI 1) 


zx.maxCX, ECVN| FR = YE, (2.8.2, 
üx 
e.sup( E(X, |F 4.10: TC (k-1, ND) «YE, (a.6.), 


5—3HWd. MGR 2.1 知 ECX。 Qs) YR Qu 50, XX 
n.inTinf(í; n—dxN,.VE SX, 
所 以 = 有 -1 时， 引 理 6.1 的 结论 也 成 立 。 根据 归纳 法 原理 ， 对 
-H OSN, 结论 成 立 ， 证 毕 ， 

定理 6.1 的 证 明 显然 条 件 4! RY, ko ERRER. 从 
X4.1n, P -V, ix B 

V 2sup(EX,, + 是 有 限 停 时 且 EX., PEL 

由 于 EX,w 对 NN 单调 上 升 ， &i lim EX v 存在 。 以 下 我 们 指出 ， 
HEAR t, 


c 


EX ,zlimEX,x. (6.40 
N 
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H EX, = -o0 BE, C6 24 AR or LEUR UE EX, >- oo TJ 
EX, RARE, MI EX, -EXL- EXIL,EXT 是 有 限 数 。 由 于 
l, X ;dP« f spixi aP + | | X: |dP 


Din! U EA; TET) 
BEA 
lim | YidP=0, 
但 是 l umm 
EX,- f x,aP« | xaar 
IEN) un 
«EX, X påP + X,dp 
TERT 15m 
LEX, w+ | xa [ X,àP, 
n>N} (onam 
4 N--co, f 


EX,slimEX, ve VV = EX, 

由 于 是 任意 的 有 限 停 时 ， 芍 limE X T RANT. 3). 

剩 下 的 是 村 征明 o = saps" a.s.) HE s” 对 N 单调 上 升 ， 
利用 Fatou 引 理 知 : 

E(Xsup 7 ElimX, DlimEX, „=V, 

这 吉明 sups™ CERREN, 从 而 pro di 9.20. 另 一 
方面 MSpHRO.lAnvE«Y.G.s), 于 是 ， s"co (a.8.), 所 以 
Stpsy = Ofa.s， ) 。 证 毕 , 
N 


BUE DEAL VLA ERE BRO ARUM TE TEE ULHEIN E ` 
有 界 的 . 

定理 6.2 设 条 件 工 成 立 ， 且 NE 

G limyg = 0fa 97 mE (6.5). 
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© 对 某 个 kze0, PE n, 满足 : 对 一 切 na， 有 
PR = yR (a.o), (6.6) 
则 yE = yofa,s,)， 从 而 有 最 优 停 时 rossnx ， 
证 明 实际 上 ， 有 从 (6.6) 知 
PR = maxX aio ECEE] Iapa 
=max(X pp- ER | Fnk- — YR ki. 
于 是 对 一 切 naen, A . 
Vo = ll, —Kk), 
HH YD TS. ME s 


y$-Y,* (nn. 


由 条 件 (6.5) Ar = yo RERE san, 使 得 
EX, = Ey, S Ey, ， 
这 s HRE RR. 
为 了 保证 条 件 (6.5) 满 足 ，3 引 人 条 件 
A^. E(sup Xa «oo. 


EA 2 WA ww. W limy# = 7a (a.8.), 


证 明 . :仿效 引 理 6.1 的 证 法 知 
r =e. sup{ E(X, (Fa: t EPHE n tNI, 
于 是 对 任何 有 限 停 时 >n, 8 ` 
VESE anl Fn). 
HPX ana upX k, M Fatou 引 理 知 


limy ECimX y L4) = ECX Fn). 
由 于 上 的 任意 性 及 系 4.1 和 引 理 ee, ay 
M, VRE n, 改 limy% = Yala.s.). JEEE, 
下 而 的 定理 给 出 了 最 优 停 时 有 界 的 简单 充 分 条 件 , 十 分 好 用 . 
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定理 6.3 设 条 件 4- 成 立 且 存在 正 整 数 轴 满足 ， 对 一 团 
nno, EKn, | Fn) Xs a.s), 则 存在 最 优 停 时 Ty. 
证 明 注意 
YR l = max (Xp EX nai] 200, YR Xas 
于 昆 条 件 *E(CXae IL FEX 等 价 于 vU rR” 即 条 件 46.6) 
Mk = 0 时 成 立 , 利 用 引 理 6.2 和 定理 6.2, 就 知 有 最 优 停 时 rone. 
证 毕 . 


$7 单调 情形 下 的 最 优 停止 


设 序列 为 CX as F nn D. 令 
AQ, SIA DEX ne] UE. | q.1)? 
定义 7.1 WROXSQXaSUPBO RECTO BOE, XXL 
nz. Ap TAn | 
us giae SERIO TEEXO— d, "Schm Xd pmrmz--* 
概率 集 。 例 如 “4 一 4 .2” 意 味 着 Aa- Ane 为 一 零 概率 集 ， 
n 
s zinfi(n, nzsÜ, ECXn | aX nu. (7.2) 


我 们 非常 甘心 停 时 5 是 否 是 最 优 停 时 ， 
定理 了 .1 . BOX. ,到 nr30) 处 于 单调 情形 ， 条 件 工 成 立 ， 
Po) = LEX, 存在 且 对 任何 有 限 停 时 flim | XidP= 0， 


IERI 


X lim | XidP=0。 则 s 是 所 有 有 限 停 时 中 景 优 的 ， 即 对 任何 


nu 
[2n 


有 限 停 时 EX, SEX (CREE LB CAL S 55. 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 7.1 对 于 前 调情 形 , 车 土 戚 立 , 则 对 一 切 0 nN -1, 


EQUI b Ra sXa E Ana ED. (7.3) 
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证 明 对 4 作 后 垦 归 纳 法 . 当 n= 放 一 1 时, DRY. 
设 2=7+1 时 (7.9) 成 立 ， 则 在 4 E 
YJ, 5maxQX,;,,, EOJ I I aD EX paas 
于 是 知 
Ta EOJ E D SEGA D m Ta EX | FD) 


SG X 


an= jOE. ROAR, DH — nEaN - af 
3t. WEB. 
3 引 | 理 7 .2 对 了 单调 情形 ， FLEK, H 
s" = minçs, N), (1.4) 
这 里 


s"Ainf(k, OLEN, yE—- X,5 (NIS0). 


证 明 令 sy=min(s,N)。 设 rn<N， 在 集合 {sy=n) 上 
EX pa lI DX, 
MEIR 7.1m EOR a) I nD EKn, MMES -n) E, 
YE -max(X,, EQ. lI 2) m Xa, 

Aes eon sy， 在 集合 {sy SIN) ES BR EE Sues, do S cou, 
S-F E, HEMAN, ERSE, =X, d 
EOR aF DEXa, BF Xaas BIA EO D DUX, 
Ag ssa, FESES, GZs a.s), 证 毕 ， 

定理 7.1 的 证 明 从 引 理 7.2 知 s=sups*， 对 fE 何 有 限 停 时 


t ， 只 要 EX 存在 ， 则 


‘EX,=iim | xX,dp 
em 
= lm | X,,,dP 
tt MN} 
< lim (EX ,n+ f xsdP ) 
N ua - 
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zzlmEX yx 
N 


alim X ,dP + lim | xiaP=EX,, 
N L8 ZN} ON iNi 


这 表明 s 是 所 有 有 限 停 时 中 最 优 的 。 证 毕 ， 
引 理 7.5 ”对 于 单调 情形 ， 车 AURI, RI 
Isona Siren Xn: (2.5.2), (1.5) 
XE spgu x RR OT.25. 
证 明 从 引 理 7.1 知 ， 在 4 上 ECT al sci eis 
WE AE. 
PN, -max(CX,,, EOR a Fy) = Xna 
4 N—c, MË Ar 上 ye Xs, dHH(sen)jcA., 页 (7.5) 
成 立 。 证 毕 。 
定理 ?7,2 Xn anO FA Wd XE, HH 
EtsuplXs Deco, 


则 最 做 停 时 唯一 的 充 要 条 件 是 : Hne, 
Pls=n,X, = EX aa lF n 70. (7.6) 

证 明 从 定理 6,1 知 0=aups™=3 是 最 优 售 时， 根据 定理 

5.4， 最 优 停 时 唯一 的 充 要 条 件 是 
Plo=n Xam Eal £a) 70 M 
Hos, Yaa X,.uu(a.s, dk 
Tm | Fna) 
= TnEC enn | Fn) = Fa. S EOG ALSO. 

可 见 ( 了 .6) 是 最 优 停 时 唯一 的 充 要 条 件 。 证 毕 。 

例 7,1 设想 有 一 窑 贼 ， 每 天 偷 一 户 人 家 ,他 各 天 偷 得 的 物品 
的 价值 组 成 一 列 独立 全 分 布 的 正 值 随机 变量 vios CORO E, 
<a). ERREA mA a 归还 全 部 峙 物 } 的 概率 为 Pp 
(p D. d&üBDsEIE OPERE n REMER- XE SIE AG 
 "RikBS— E) hr. [o S RETE OS LZ Anfs RN RE FE EE 
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于 的 时 间 ? 
设 5 ,8 是 独立 随机 变量 列 ，5; =0 或 工 
p= Pei =0=1-P5i =D QD. 
Ws n1) gU. ncIMBIDÉGE. 4 


Sa m OU(VI non) mel, 
n n i 
Xas [pa Dy: comp. 
7 ial i=l 


5X. REOR 中 天 后 手中 积 加 的 凡 物 的 价值 。 问 题 化 为 寻 

REA OG s 022 的 最 优 停 时 (现在 的 参数 从 1 开始 , 当然 

可 用 上 面 讲 过 的 理论 ) ， | 
BAXS KRHA 成立。 下面 指出 条 件 A7 也 成 立 ,而 

且 这 个 序列 处 于 单调 情形 。 

实际 上 ， 

ECsup XEE( Z xa): DEX,= >; Í PEL 


n=l Mellmanl} d 
= D Pel, sön = IPIE E (3) 
zd (ONU 


=D d- -p)"nEy «coo, 
2-1 ` 


SER AT 成立 。 
n+2 , n+? 
EGG. Ln 0 = ETa Sors ) 
i=l i41 
-*Te-1 nel - 
-IIP: . EMT * EQ8s cal. 5.1) 
i=l i=1 . 


LES! 


+ [I *. EQ, nei nii) 
i-1 


nat 


= Xone + TID. * En. M Efn.a 


i.l 


42 


LM 
-a-mpxss * lle Ey. 
ici 


-可见 CECXn. a) Fn EX 7 成 立 之 充 要 条 件 是 ， 
性 +1 "n-1 u 

Ils. 1037 -1 2Ey, )zo 

fi = 1 Pa 

Ber. 

TXETESRRB (ECX.., [X m Xs, 

t z i-p | 
lis 21037 -Ey )=0. 
iml 1 

由 于 94.1290, ák 


Tel "-l1 _ 
IIo (22 -= Es )>0, 
L P i 


从 而 EX nal Fn DEXa RRX, sn DAE 于 单 调 
情形 ， 且 
oo=s=infin, XECX, ,| Fn))} 


= inf fn, (Lr) (2s. - LE Ey, )>0}, 


这 里 s 是 最 优 停 时 . 由 于 lim Š y; = co(a.s.)， 故 s 是 有 限 的 . 
这 个 s 可 号 为 ， | 
| s=inf fn: n=l, 4-0 x Dy > y, . 

换 名 话说， 对 于 窃贼 来 讲 ， 票 积 的 赃物 的 价值 达到 一 定 程度 就 应 

我 们 指出 ， 窃 贼 的 最 优 停 时 不 只 一 个 。 人 实际 上 ， 
| P(sz1, E(X | 702 X)- P(s= 1,4, (s. -Ey )-?) 
` =P(s=1,5;=0) 
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zP(Ó-0)-2p7—D, 
根据 定理 7.2 知 最 优 停 时 不 唯一 。 
例 7.2 设 妆 ,如 ;路 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 到 ， 
E(y iD, 
P(y, 20) «c1, 
Fao yn) ME), 
Za = max(y, ye 52, 
X.22,-nC 《CC 是 正常 数 》。 
研究 (Xn 8 n25 fg di DoD LE 8] RE. 
首先 指出 ， 条 件 4* 是 满足 的 。 记 之 = supX。、 易 知 


Z-sup(y4 — nC), 
LES! 


于 是 
PO Du) $ PG, -KC 
k=1 i 
S 
= V Pp(Q;-:k 
BPG ok) 
I 
«gag EG D, 
ax 
EZ: - ['Pz--ioduz t f f (a — *dP du 
性 C oJ 
-l IK -raujap 
Cn h 
PE yt ll 
X .F. (yi —u)dudP 
SPEO xo. 
这 就 证 明了 条 件 4+ 成 立 。 
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出 于 Xa = max y, t, ys 一 ED -5C, 5 


lim X, = -œ (a.s.5., 


容易 看 出 ， 存 在 唯一 的 实数 5 满足 Ew- DC RM 
指出 : 
US a Xa) = (gaz. (7.6) 


实际 上 ， 
EX nsl Fn- Xn 
-EQ D lF) -E 
-E(Gs — za) a) -E(GQn i P Fn) 
可 见 mE 
d Laar KEX S E. -Xa 0, 
所 以 , 
(22:8) C4ECX LL D SEX a} 
(0 8 {Ea mM LX LEa BE). 
[E E 
Za CPOE Yne ED Fa) Eyn 4 7 BFE) 
所 以 (7 .人 成立， l 
MODEM, Xa Fans DAECTHARUDE. do 
s=inf{n; nil, ECXn, LX). 
" s-inf(n, nl Ra S). 
qe] uEHH, XI— BEBE, EX, EX,, Bn s RARR 
首先 知 和 
Pls>m = Py Burm Ya = [P "0 (noc), 
dts HERI. E B 
Es« o2. 


to 


EX, 293 f @n-nC)dP 


n=l igun) 
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= 5 Cy, 7 nEdP 


Rely eseat p “Byn pl 


= DPU, yn) x | (ga - nC)dP 


hel EEFE 
= = BrP ym “UEC HEP 有 -nCPGVRDI 
Tel 


1l. — 


-CP BB) DnP D 


T1 
=f, 
FEHER t, #EX,=-00, MH REX, SEX a 下 
设 EX, >- 0. BT 
XQ.47 max Gu) - 3 nC — Fes < 一 Sn, 
这 里 | 


Z,-sup| max y, 一 1 nC | 


nal rekon 2 
由 于 EZi cos XZ -LEX > -co MA Eco, 
任意 给 定 B" — B. 4s, = SOLO - B0*- C1 RU 
E ` 
X,- max (yy AI * B^) - nOsz B' t Sne 
lk 


CER OXQ«nB! ts WEZ ADS Wald 引 | 理 ( 参 看 第 二 章 § 2) 
Es, = (ED - E(t(y,— B82* -OY), 
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ii EQ, A C, ke Es,-0, Kf EXTA. 由 A WEE 
HERI EXmB-EX, ARH s 是 最 优 停 时 ， 

可 以 证 明 , 当 条 件 EU Yack E[g,| oo Bb. s 仍 是 最 
RER 


$8 马尔 可 夫 情 形 下 的 最 优 停止 


Uu PUEBERUSIR C aE bf a o 代数 到 ,了 4 二 了 
nE), (Z, 0 di np IE HI. Ea p rH LH. 
定义 8.1T ROn Jonae, 90 OBERE IBD 中 的 转移 ER 
数 是 P(r,B) 的 ( 齐 次 ) 马 氏 链 ， 坦 对 任何 n20,BC .多 ， 
Plens € B|.£4) = Piza B) (n.s.5, 
EXE. HBAR PO, DRHE: EM EZ, Pe, 3) 
是 .多 上 的 概率 测度 «HERI BES, PO, Deg MAR. 
定义 3.2 IUEI CX F ann SDA TERTRE CE 
PEWA, g rn D RRE C Fn SDR, 9 15 
nM gals WE: 
Xa Egna) E0). 
为 了 研究 {X FaR, HAREN, dE— EX 
FE $ 4 中 定义 的 yn 是 csn) 可 测 的 ， | 
引 理 8.1 AFFIX Sa nS RLR, Wü ?是 
c (24) n MBs. 
证 明 根据 引 理 5.2， C 3 LE AR. PP AC iX RT. TE Hr 
ac- S 
XlX ova 


Yala) 5 e.sup( ECX C00] Fa), tnd Je GEB]. 
e l Ave 
CODEX yla), 
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—OvVECO max (X (0) EON, C) 1 a) 
HRKmhnesN-1,-,0. HUEORUIARHUE UE 7XCO Ek o Cu. 可 测 的 
(QUxnue;N), M B H 6.2 An vaca) = lim 75(Ca) olen) n] dui. 
记 甸 = limye), EË MWK, H 

| Pa = max (X p, E Pnl F n). 
下 面 证 明 Pr = pnCa. B. J. 
RYD SYa, M PaVa. DARAZUEEP.-EV. 任意 
给 定 600. 4 


t-inf(k, ken, X =p -Eh 


E 
Ep, = | pndPpt f f4,,dP 
Dr) TELT 
= | pQdP + | Pasa + | PnridP = 
TET ifemed1] BELES, 
| mt EN: TES 
E 


PysEQupXs]. Fn), 
n»0 


d (9) 4Pez S | (supXi)dPp = f supX kdP <o, 
20 


p n=l ig n) (xx) 
利 atou 引 理 知 
Ej, | 9,0P + Í pap 
iue) : Dt- 
zx X ,dP PdP +E, 
(del HELM 


RE 
DNO 
Psy.) =X ala), 
lim Xo X,, 


ag-—--- 
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IEX TAE 
Epp EN te E attu 
HF eHERTE Epa Ern, MR 
PalYa. Efe. Ea SEX RD 00, 
Wü Pn = yakas,)。， 这 表明 S 是 o CO PTS D. DES. 
REI 设 条 件 工 及 A! 成 立 ， 
OO Va sup EX, Cay t REI, tan, 
WJ lim V, (a) = V4. 
证明 RAOSE XS), PANE 
Vala) = Eyre) — Ey, 72 Vq (a — o0), 
证 毕 ， 
MBI 8.1 Ani e "TER a (D UR: 
V. = Fala), dU 


Bs = {zs: 94(2) = ga (2). 
bill 


céinfiín, nz, Yn= X,) sinfin n0, zn Bre 
HEM, ERLE At E, V-EX.-EgQGHABz,2, 
I4 TIERE Jodo AR M a 无 直接 依赖 关 
系 。 

以 下 设 geo A THARE: 


R-i 
gs C2) 2 a*g(z) - DeC, (8.1) 


iX Hog ds MAS, g> — 06, Gaal, Cca, (B.D x 
又 有 两 种 特别 重要 的 情 说: 
gui) -g(z)- nC (RARD, 
ga GO —- a^ g(z) (折扣 模型 )， 
我 们 措 晶 ， 在 gn《z) 是 8. 型 的 情况 下 ， 最 扰 停 止 问题 可 


DO MAUR, E WELLRFEPRERR EA H A EV. i UM T. 
P= 全 (as.)， 我 们 可 及 用 人 多。 作为 val MT Ys EO CoD ALAS. 
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用 置 国 数 方法 (参见 下 HPREB (C1976)) 得 到 满 关 的 处 理 ， 
id 


2= {7 JEZ a EATIS, > -oB 


Í, P(x,dyY- yaco 1. 
EXA TT F: 


TFCD) = [Pe anoo €), 


Mfcsh 4 
Q, of iz) = max( fte), aTf(z) - C), 
Qef = Qc Qo D (n2), 
| Qicf -Q.cf, Qicf - f, 
注意 OLG) nou. iBVQ,OG)-limQz.90). 
定理 8.1 对 一 切 gE2， 有 
VG) = max(g(z), aTV l) - C), ^ (8.2) 
证 明 AHEM 9c€.2, AHHA af AER 
QT*e.g(g) = max(g(z), aTQ7z'g(z)-C) 1), 
利用 单调 收 人 证 定理 即 得 (8.2)。 证 毕 。 

定义 8.3 WC, RI ECCO RURSG # 

aTf(z)-Cafis)0—Hgzcz. 

定义 8.4 RACOR gm ORBAN, EAO Sge? 
H kE DRAR. 

8.2 V,COX 90D ZH] (3,00 RORA. 

证 明 Y GDE VEz ORRAK. ESEI) 
zE la DORRA, WlO.CÉf—J29, FÆ f =el tog, 
ax . 

f2lim Qacy= Vg. 


这 就 证 明了 Yosks) 是 9 之 最 小 (ac) 生 强国 数 。 证 毕 。 
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定理 8.1 的 意 浆 在 于 ， 汶 了 求 出 站 sz) ， 只 须 解 方程 
《= maxt(g(z), fuo - C), 
Wok7TORERBEHNME—. Og V.cowgokudr. 下文 将 会 看 到 ， 一 
Xr f Vec), Wy. BARET 从 而 而 优 停 时 o 就 得 到 明显 的 
表达 式 。 
以 下 把 Vg(z) 简 号 为 VC(2)， 


引 理 8 .2 EESTI C as Fn RO BUB AR EIL, g€ 9, Nb 
— H} nziN «eo, 有 


n-1 . 
vE - a" OSc gs >= Ztc (a.8.), (8.3) 
= 
这 里 规定 也 - 0, 
证 明 对 n fe latis. PU 
N-1 M-1 
YN =X = A ~ SarC= aNQN-No(z 3 一 Mec, 
k-2hn kep 


可 见 m= N 时 ，(8.3) 成 立 ， 设 对 于 0 一 fwN，(8.9) 成 立 ， 则 


LER 1 = max(X nis EOR, F nD 


t 5-1 
= max(X。-，， an Í Oc" gc) PG, dy) 一 S26) 
Z 


Jag 
" n-tl 
= max (satu, ari oT OF g(z. 17) 一 Sa'C 
' sc 
. n-z? 
= a TION m -g Za) 一 Mec, 
H 号 到 四 


"P ULOG.3) 90H n- d RE nS Dur. ARET (8.359: — 
ne; N 均 成 立 。 证 毕 ， 

以 下 分 加 对 & 过 1 与 9=1 的 情形 进行 讨论 ， 

引 理 8.3 设 0<a<l, JEZ, EGupa'g'G))-co, WW 
* —9 n0, H 
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noc 
， -a"V(s,)- usc, (8,4) 


Jm 
$- 


证 明 ”因为 
X a = ea) — Masc, 


g-i 


XRT (zn) + LE s 
l-g 
wat A i. AGI 6.2 知 Ya = lim vi, AFASIE 8.2 B 
B.D. 证 毕 . 
定理 8.2 YEO-a-—1. 9€ 2, Euph" g (z DA, 而且 
"n.n 


Etsup X,)«co, M 
T.-0 . 


cg cinfín, "Ie, AMCEEFICPSR (8.5) 
ERRE, fu EL BE OLEI ME -TARIE P0) n0, 
P(azn,z,€ B) = 站 (8.6) 


&BpB-is g(zx)—-oTV(z0—-C;. 

证 明 因为 条 件 At WB. X 

g-inf(n, nzsQ0, Ys =o} 
, 是 最 优 停 时 ， 利 用 (8.4) 知 道 (8.5) 成 立 。 从 5 知 最 优 停 时 唯一 
的 充 要 条 件 是 | | 
P(o zn, XQ m EGRE 423 750, (8.7) 
mg 
E Yn Fn) = Efa V end - Docl sy, ) 


2-0 


2ghu| V P ad 一 sO 
a J, Pza, dy) - Sa 


$210 


n 
za TVs 一 Maec, 


而 着 n= argtzn) 一 Du, WORÜIEOG.0 56.0. ue. 
:R-0 
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现在 来 研究 &=1 的 情形 ， 此 时 
Xn - nC, 


定理 8.3 设 ECsup g (zn)) e, FE CC 使 得 
E(sup(g(z,) - nC')) «zoo, 
"ox 


m 
a -inf(n, n0, VG) = g(2,2) 


ERRE, Eo-loo, MARRE- HEERE: ”对 一 
H nz, l i 
P(c-2n,z,€ B)-0, (8.82 


其 中 日 = {z，g(z) TV) - C), 

证 明 BX Sanz AE AT, i 

T l o zinf(n, n20, Yr = X.) 
是 最 优 停 时 ， 我 们 指出 ，(8.4) 当 a= 工时 也 成 立 。 实 际 上 ， 任 意 
给 定 ”0， 记 . | | 
O,-inf(k, kn, y,- X,), 
从 定理 43 8 ECX |.) 7 Ys (as fk 

EX, =E -EXaT 一 co。 


但 是 
X, = -on 
=K) -onC' -0C - C7) 
<pie) -kO -vc,QC - C7), 
放 Ec, «oo, An ' 


VEZREQX , ul D SECY Go, a Fs) Eton ANIC] Fa), 
IE d Iepa cup 97 G2, 由 Fatou 引 理 知 
lim VRSE, 7 一 ECoCn7n)= ECC, n. 
所 以 lim Ws G.52. 
另 一 方面 RS dX T 
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PE DEC. -nC 9 


于 号 最 优 你 时 

o sinfin, Vsp) = gin), Eo = Em. 
和 定理 8.2 MER E TAE. S EREE -iy f EPE. 
证 毕 。 


从 (8.6)7 和 58.8? 直 接 行 到 直列 结 论 : 
38.2. 在 定理 8.2 CO-zo-z DREM 8.3002 1 的 假设 下 ，. 
ip 7j fe 
gí(z)-aTV(z)-C 
在 Z 中 没有 根 ， 则 o 是 准 一 的 最 优 停 时 。 
我 们 还 要 讲 一 全 定理 ， 它 是 用 来 耕 画 最 优 停 时 的 特征 的 。 仍 
M Xs.a-gaCnO. dtu 


-i 
gale) = age- ParC, Ocas, CIBO, 
2-0 


SUR NS, Ga n nz20) AERE IBICZ , mob fib s 氏 链 ， 转 
FARE POx.ED. 我 们 定义 函数 V(ts) 有 有 Vicz) 和 如 下 ; 任意 
| ug eZ, RERS i nD REC SIBI CO* a PO E Sir A 
HR. H HA AE Wm dS Pe, B) {ERE Pt -2-1 
换 名 话说，(z 和 .多 和 na 六 的 是 从 = 出 发 的 马 氏 链 (注意 ，9Q* 与 0 可 
能 不 局 ， 因 为 可 能 出 现 Piz 2 =0 的 情形 )， 念 
Vs) = sup E*U 9,72) 2. t EC HRS. 
Vs) zsup(E**g.(222'. ri ai HSH 021), 

AU E 表示 与 人 相应 的 数学 期 望 ， 要 注意 的 是 ,Vocs) 和 Vi) 
只 依赖 于 = 及 转移 函数 P(x,B)， 

8,23,4 V,G) =Vo(aiVYiz)=aTYyz)-C, IX BI Vo C 
及 算 子 工 是 以 前 定义 过 的 ， 


V = lim Q*e9Go, TIe =] Pez, IDIO), 
FA 


证 明 MRE, IIn EOT, PO BRNO GEB, 
转移 函数 是 P(x,B)， 利用 引 凶 8.3 的 结论 及 定理 8.3 的 证 明 过 
VE ea VG - > asC， 


Xx IB QI.,GI,nLmO)AECEGXCOQGIOI, 1,9200 的 Snell 包 。 易 
知 


Vae) =f nan = f VEDA =V, 


vi - f riat = | aVat -CaP 


- aTV q(z) - C, 
urhe. 
ME 8.4 Nit, VoGOdTI V. GO SB E T Ht. 
定理 8.4 设 g(x) 有 界 ， 则 有 下 列 结 论 ， 
(D ATER t EX a Fao nD R EE, wH Ri 
满足 ， *— E nz, 
gtsn), Mr-nH, 
Vin 当 rn. 
(D 最 优 停 时 唯一 的 充 于 条 件 是 : 
P(a-n,Vi(z4) = gin = 0 (n-0,1,-72, 


V (24) = f 


这 里 
o =inf{n, Voland = gln h 
证 明 ”因为 
n-i = 
Ya =orVoczn) - S00 (因为 VCz) 2 Vg(2)2, 
a3-u 


1 


t-l. 
Xp =C) Sac, 
， TE 


EQ LS -E (veio = DUCES ) 
Q7 4 
= a "TV ln) 一 DC 
- n 


=a {aT Van) -C)- aC 
g 


"n-1 
-g^V.(m,) — Ou] C, 


从 定理 5.2 和 定理 0.5 直接 推出 本 定理 的 结论 成 立 ， BE. 
作为 本 节理 论 的 应 用 ， 我 们 在 下 市 里 要 研究 一 类 经 济 系 统 的 
Ak (EO AE TAM. 


$9 一 类 经 济 系统 的 最 优 停止 


本 节 要 研究 一 类 经 济 系统 ， 它 可 归结 为 上 述 马 尔 可 夫 情 形 。 
设 (Q,. 了 ,PP) 是 概率 空间 ，21,5&4,23,82;'* 是 相互 独立 的 随 
WERA, i Z: 最 从 相同 的 分 布 ， 分 布 隙 数 是 F(z)， 诸 51 服 
从 疝 一 个 由 和 努 利 分 布 ， ~ 
Pe; 21 -pz1-Pte; -0) GZD, 
这 里 0<p<-1， 我 们 假设 p 已 知 。 设 
T, 《2 是 常数 )， 
T, aZ) D, 
X,-2T,-nC EnS, 
这 里 C 是 正 数 ， 
Fn =OLZis EZ East nsen mN, 
= {2 Ah 


我 们 来 研究 座 到 (Xr 多 ,7n 实 0) 的 最 扰 停 止 问题 ， 
这 个 问题 有 明确 的 经 济 背 最 。CX 8 02:0) GE Ei 
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类 经 济 系统 的 模型 。Z， 表示 系统 在 第 1 个 周期 的 “收入 ”，“<， 
=1” 表示 第 i 个 周期 驻 利 通过 ，“#; = 0” 表示 第 i 个 周期 失 
网 、 只 要 大 驻 利 道 过 ， 收 入 可 以 积累 ，-- 遇 失败 则 积 黑 的 收入 就 
化 为 零 。C 是 每 个 周期 应 付 的 “费用 ”。 Tisz” 表示 系统 开始 
时 的 资金 是 =。X， 表示 第 个 周期 未 系统 的 “ 纯 收 入 ”。 问题 
是 ， 如 何 选 择 明智 的 停止 时 肇 ， 使 得 纯 收 入 的 平均 值 达到 最 大 。、 
这 个 问题 足 T,S.PFerguson 《1976) 研 2g 过 的 ， 下 面 的 论述 方法 
与 他 的 完全 不 同 。 

引 理 $.1 Tas Fn nm 0E HERE IBICR amr HE UC 
链 ， 其 转移 函数 是 

Pex,B)=p| ricco; Foo «71,0, (9.1 
这 里 R-(-o5,00, AE R p Borel petk, Ig JE BS 示 性 
p. 


证 明 2 f [Ef dEfLBo Borel wf QU sg 3e, H T ooa. 
ZaD tj Fn 独立 ， 易 知 


EGGS) [= EG Ceu CT, + Zap.) |F «2 
= E[fitQ,.,X *Zac zen, 


sE 人 CT 二 | 


t EU nl" 97 fO», 


EC V | ge) =p| FTS e dF + C1- 0/00. 
胜 式 两 边 对 o (Tw) 取 条 件 期 望 得 到 
Etf (Tp) | S.) = ECf(cT,, i2 | T) 
spf? FO tap) + C1 7 PFO) (a.s.), 


oT 


取 /= 7a， 知 (Ta ,多 ,7 四 是 齐 次 马 氏 链 ， 而 且 它 的 转 移 函 数 
有 表达 式 (9,1)， 证 毕 ， 
引 理 9.2 : 设 ECD? <o, WI ECsup Xp <o, 
证 明 4 1,0. 
ri inf fn, nr n=0) OEL). 
FEAE RSL Aisia, oE 


Ty CW) ERELT QD), 


于 是 
| 
Tags 5 Zi. 
k P-i*! 
- * 
“= D Zi GRI)» 
ket +i 
Ëa = max(yiy yn) — NC, 
b 


sup AQ mE sup Ba. 
4$ 511 V. Va st ECRIRE 8123 Th IIS LE EA, 


Erl = D EP, =k) = $E (-py«o, 
k=l kal ' 


siesxny-3 | (Saye 


uL 


= Moon .E (£z ) 


< EPen) -REZY = Eri EZY, 


R=1 


Bf. 2 中 的 讨论 知 E (sap £a) coo, 所 以 ECsup X, Jx. HE 


HE, 
令 
. 98 


g(Gx)-—x,  Og(x) -2max(gGO, — Tg) 一 C)， 


xg Thco = | PADAO, POD fog X XLQ. DA. 4 
VO 2lim Q*g GO. JE BE 8.1 5n 


Voo =max(z,o VGeiodFoo s a- svo» - €). 


| . (9.2) 
AXpuuBAU mS BEA. UVOL 
引 理 9.5 již PC2 凑 的 =1, EZi«c, Wü 
(x, Vix 2x1 2 58,002, (0.3) 


其 中 . 
D. 8-V4G)D + (1 -PEZ - C). 


证 明 因为 gx) 圭 x 有 时， 


了 9KCY)》 = 站 e -u)ydF(Qu)- px € pEZ,, 
40 


ik 
Qg(x) = max(x,px - pEZ,—- C), 
^ 
us -Q^7!g(0) + (1— p) I (pEZ,—- C), 

RUBUS T EH, 9*p— 9j) nc2, A 

max(x,px + pEZ, 
OQ" g(x) = | -C -(1-p52Q"^!gC05)D, 24 xU. -ty 

x 3 . . 当 XUn, 
显然 | 

us VO + (G-p ^ (pEZ,-C)75s (nc), 

SP xlsHp, Qg) =x, $t 


Vx) = lim Org(x) = x; 
当 x<s Bh, A n tei aE Cung ntn he 7 o0. 于 是 
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Q^eg(x) = px -pEZ,- C - (1 - poQ^o-!g(0) 
—pxt(l-pu, px e(-pxox 


ix; Vix)-2xi-[5,cOX. 


b-O-mQEZ-O. 
hx) VC-xs) -VGD +x- b, 


XX HB s-V(D +b. M C9.2) 805 [B8 9.3 ^n 


isl p| hx -iodFon + Q7 Ps, x77, (8.4) 
0. . x0, 
显然 As)》 = 5 一 上 D， 

从 定理 8.3 和 引 理 9.3 ARAR KAA 

定理 9.1 设 Dau 
P(Z,m0)-1, EZzi 
则 (xn 和 an 的 的 最 优 停 时 


g = inf in, ni0, Tas}, 《9.5) 
其 中 s=V G0》 ed- OEZ -ORAR 
hs) —-s—b, (9.6) 


这 里 #(x) 适 合 积分 方程 (8.0),， b=- (pEZ,- C), 

定理 8.1 的 意义 在 于 ， 为 了 给 出 最 优 停 时 ， 只 须 求 出 s ， 为 
TEs, AMAA 4. eR, 这 个 积分 方 程 的 连续 
解 (甚至 局 部 有 界 解 ) 只 ， 找 出 了 BC ACORS, ERDE 
hcx)=x-b， 在 一 般 情 NM D PD, ZA PARA 
-p XXE S. 

我 们 还 要 指出 ， 在 定理 9.1 的 条 件 下 ,如 上 类 再 假设 Z = 
过 1， 则 可 以 证 明 V Cx) 是 严格 增加 的 连续 函数 ， 方 程 C9.6) 
hx =x -的 根 只 有 一个; DÉEXx-TVOO-CHRd-—^MBS, 
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从 而 停 时 《9.5) 是 唯一 的 最 优 停 时 的 完 杰 条 件 是 :对 一 切 "之 0， 
Pio zn,T,- S) -0. 
特别 ， 由 此 知道 ， 如 果 Z, 是 正 值 连续 随机 变 其 ， 初 值 T.o- 
z:S， 则 停 时 9. 外 是 瞧 一 的 最 优 停 时 ， 这 些 结论 的 推导 并 不 复 


zm. JARR. 
从 引 理 9,3 的 证 明 过 程 知 道 ， 如 果 PEZ C, Wn 


Qg) = 0 (nze25. 


于 是 V0) = Him Q^gC0) - 0, 


夫人 而 有 
S-(1-pY PEZ-C)。 (0.7) 


LA RAE PEZ C 的 情形 ， 

注意 ， 方 程 (9.4) 是 Wiener-Hopf 型 积分 方程 ， 在 某 些 情况 
下 有 办 法 求解 。 

设 Z, 只 取 非 负 整 数值 ， 


pi = 有 (2Z = DGZO, zc 


为 了 计算 5， 我 们 对 任何 ve (0, 计算 Ct 中 (=0,1,23,."…)， 
ADAN 


ÀG +u) "is 2r kh ru-jie(l-»ptCG +w), 
PPn 
i=1,2,, 
hu) = rpt! - pu, 
这 是 计算 hci +u) paez A. 4 
¥ (2) = Erz, p(z} = Sha einst, 
jo i-0 
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从 上 述 递 推 公式 知 
Q pus (L- 1027 


T) une P?Cz) (1 — 2) ye (9.8) 


ARAE OMUR 7 RRR, MAGH 4 就 可 求 出 ， 
例 9,1 Z; 服 从 几何 分 布 ， 此 时 
po=0, Pra C=1,2,), 


Daal, -1-28. 


此 时 


z 


z = S gia E 
pz) 2 2 
上 大 (9.8) 知 


(1 -PU ~as) u +{l-u)z] 
L1—-(aspb)z C(1— E)? 


$6z)-. 


将 9 展开 成 > 的 罕 级 数 后 可 得 : 


一 p l — i i 一 . 
àG eu) = (II puta +pbyi eicu bap? 
Fis S0, u-x-[xl, nf 
h -£ "P . — 2) bjrax- Po. 
co 7 (iu 57 ne - D e eoim uu sy 
EIBETCNGPECE HU 
EMEN, I C ca + pb)7i**, 


SET pa-p 
pte [S626] 
以 上 假定 了 PEZ >C, pbb, M pxbCWf, RLD 
Wi£óánse-5-OEZ,-C) (i (9.7). 
我 们 指出 ， 当 Z 是 某 些 连续 型 随机 变量 时 ( 例 An Z, 服从 指 
数 分 布 )， 可 用 Wiener-Hopf 技巧 艇 方程 (9.4)?， 再 用 (9.6) 式 来 
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确定 s 。 详 细 讨 论 可 参看 陈 家 昂 和 李 向 科 (1986》。 


$10 补充 与 习题 


(2 A CX. F an 2 人 是 随机 序列 , 停 时 Tista in E: TEN, 
ToS, EX; 存在 ， EX, > - 90, 令 


A= EX, (FDE, | Fn)), 


T=r, ela ttlc, 


则 可 以 证 明 = Æt, EX, > - ce 而 且 对 := 1,2 均 有 
EX f FRENK a Fa) (8.5.0, 


D Rn Fann D EMUT, 
V,GsupiEX,, c Eit, tn, EX, REKAO). 
试 证 明 ， 如 时 Ya 人 > e o, B 
T 存在 停 时 Tis Ti EX. FEGE), 满足 ， 
E (Xg Fn) (i5) e.s.) 
È Yn = max (Xa Enl Fn)) (2.5.2. 
ET: HAD 中 的 结论 。 
D Ka, 9,20) EBEBLHERI, 
Üs = (T. t EARE, EX), 
Pace supl EX, Fn): rE Cn, 
Va-sup[(EX.,, tC C. 
WEH, ERIE Vn > -0 (USO RÉ 
Vaala, ?n= Pn (2.5.5. 
O RAHA R, tfe SH. 
C(t) = (ri: t AEfE— E, cx). 
则 存在 停 时 ce Cog. 
EX ,-sup(EX,, TECH} 
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C) 称 停 时 r+ 是 宜 记 的 ， 洲 对 一 切 I0. EX) FD X 
(E17 n) ]: a.s. IE SD. 
RRP LEA 成立 ， 对 任何 休 时 T, $ 
t'ednfij EX, FDX; h 
Wi E, r'scr (Ca.s5.), v! 是 实 取 的 月 EX. BEX, 
《6) JE A Ze bnSE E. Fi eao, EARE p A 
先 之 两 信 ， 以 概率 1-p 输 掉 ( 即 得 0)。 我 们 说 ， 当 1>p>> 3 时 ， 
TEE UPS IEEE. 8 DR ADR: HX. XE 示 第 ”局 后 
茶 和 人 手中 的 钱 数 ， 关 ,=4， 对 一 煞 ni 守 0 
PiX aii 29x28] Xo 7a, X4 xP,r-, X, iEn, 
P(QXQ.,,20|X4 27a, X, xt, X47 x1)21- 5, 
Fa OX X, X D m0. 
WAIE, REER c EEX, AIRA. 
Hm. KAI: HEMS T, EX, co, REH 
E(X pai F 2p, aS), 
C 可 以 证 明 ， 如 果 条 侍 4 不 成 立 ， 则 
c infin n ya. = XQ) 


n 


可 能 不 是 景 优 停 时 、 
it o= 16,05, t}, 多 由 呈 之 全 部 子 集 组 成 ， 这 里 
(9,7 (0,1,8,-,/-1,0,0,7 GD. 


` . 21. 1 Jie 
Pn) j [41 GSL, 


Pt4》= S Plo), 


jE 
Koo) sX wps- G>, 
Xalo p =o HE nea (Q2, 
Fn= Xas XQ E0. 
WEH OREX n na 送信 的 最 优 停 时 。 
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(8) 设 (0,.7,P) 是 完全 概率 空间 ( 即 P 稚 测 集 的 子 集 均 属于 
F), (£,,€10,2)) 7 f — Ho r0 代数 ， 满 足 所 谓 “ 通 常 条 
ft". 

(D s.c (Esat), 

D NF Fs 


上 > 二 


© FAARAHI PEME. 
EN BrE ARE, E Orco HOM A 
[TEEF ga 

EF IRE, FZ, P) ERGE Sk BG BL t Eo 是 
FTM, Bios. lim az, H ARRS OTLA 
FEDRE , 

Ex,* = sup Ex, tji 411 的 停 时 且 Ex,; 存 在 }? 

这 就 是 随机 过 程 的 最 优 停止 问题 。 赵 整 亮 (1987? 证 明了 下 列 
结论 : 
者 右 有 连续 过 程 (x3: 0 补足 下 列 条 件 : 
D 对 一 切 上 0，Bxi<cc 且 


E(supxj)«oo, ' 
六 站 


2) (x,,t2:00 2E SLE LESE SE SE o. BAHE (EISE cO A 
(24), HX, 7T(n— o0 RE 


Trailim x, uuu, (2.5.2, 
则 存在 最 优 停 时 t*， 即 有 r+ 满足 | 
Ex,«csupéEx,, + 是 停 时 且 Ex, dE E). 


《9) dE EZAR SEE RICO, P) 上 连续 的 时 齐 独 
立 增 量 过 程 ， 


Ex,- Exp OZEL — x)? = 0*«200, 
HEAS = o (xp OLUK Ql Me xs ceo EESTI E o o fe 
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20, TERESIE IE P EMRK Rhof. 4 
Z-—sin x,- cet (2-10 


研究 随机 过 程 (z，， n t SHE B LIIS. E 
«cec ot, 
t" =inf{t; sin Lh’ 
其 中 yoE (~ 1D 是 方程 
TIPE a 2e ES : 一 
v1-g ME: -F arc siny | C- Ice) 


的 唯一 根 。 
TEEI c RE SEDE DEM, Bp 
Ez,» -sup(Ez,, HS JIREH. 
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第 二 章 ， 序 贯 假设 检验 


$1 序 贯 方法 的 重要 性 I E: 


00 MEG EU DEI VETEPESEHEHRUB, XOXCRGÉ, Hitt ER 
”基本 的 概念 是 总 体 与 样本 。 总 体 常用 随机 变量 (或 随机 向 量 ) 来 刻 
画 ， 它 的 特性 是 用 分 布 函 数 来 描述 ， 样 本 则 是 由 总 体 中 抽取 的 
(或 观测 到 的 ) 若 干 个 样 总 组 成 ， 它 是 由 一 组 随机 变量 (向 量 ) 来 刻 
夯 。 样 本 中 所 含 的 样品 个 数 叫 散 样本 量 。 统 计 学 的 基本 任务 是 通 
过 样本 来 推测 或 掌握 总 体 的 特性 。 一 个 很 基本 的 问题 是 ， 和 样本 量 
要 取 多 大 ? 当然 ， 样 本 量 越 大 ， 对 总 体 的 了 解 就 越 多 ， 因 而 对 总 
体 作 出 的 推断 也 就 越 可 靠 。 但 是 抽样 (或 进行 观测 ?是 需要 费用 
的 ， 搬 样 量 越 大 ， 耗 费 就 越 大 .合理 的 提 靶 是 ， 在 保证 所 得 结论 
有 足够 可 靠 性 的 前 提 下 ， 应 使 得 抽样 量 越 小 越 好 。 通 常 的 统计 方 
法 都 是 在 抽样 之 前 预先 给 定 抽样 量 的 大 小 。 实 践 表明 ， 这 种 固定 
样本 量 的 方法 能 解决 很 多 问题 ， 但 在 有 些 情况 下 使 用 这 种 方法 导 
臻 不 必要 的 浪费 ， 还 存在 这 样 的 情况 :使 用 圈定 样本 县 方 法 (无 
论 样 本 量 多 大 ) 根 本 不 能 解决 问题 。 请 看 下 列 例子 . 

” 例 1.1( 单 式 抽 样 方案 ) 设 有 一 批 产 品 ( 共 N 件 ; N 很 大 ) 须 经 . 
验收 检验 ， 每 个 产品 经 过 检验 可 判定 为 合 社 还 是 不 合格 ， 最 简 
单 的 验收 方案 是 选 定 两 个 整数 n,C， 这 里 0 二 nm( nb N BEAD. 
从 该 批 产品 中 随机 抽取 = 件 ， 如 果 这 nde 所 含 的 不 合格 品 件 
数 >C , 则 拒 收 该 批 产品 ， 若 4<C， 则 接受 该 批 产 品 。 很 明显 ， 
这 个 验收 方案 的 样本 量 (抽样 量 ) 是 固定 的 整数 ”。 但 是 在 抽样 的 
”过 程 中 ， 如 果 未 抽 # 件 就 已 抽 到 了 C 个 不 合格 品 ， 此 时 就 可 以 拒 
履 谈 批 产品 ， 而 没有 必要 再 入 下 捉 样 。 换 包 话 说 ， 在 有 些 情况 下 
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事先 固定 样本 重要 造成 浪费 ， 这 就 启示 我 们 ， 应 根据 岳 样 过 程 中 
出 现 的 情况 米 决 定 抽样 量 。 

例 1.2 研究 一 枚 不 义 称 的 硬币 ， 我 们 把 有 币 值 的 一 面 叫 正 
面 ， 男 一 面 叫 反面 。 在 桌 上 任意 拱 据 一 次 ， 问 : IET] noB 


ETATE? 我 们 可 用 随机 变量 区 刻 间 这 枚 硬币 。 当 正面 朝 上 时 


X=1; 反面 朝 上 时 XX=0。 记 p =PCX =1) (这 里 PK.) 代 表 事 件 的 
概率 ，。 当 然 0<p 碾 1。 上述 问 题 可 化 为 检验 如 下 假设 HH 


0<p< 汪 (对 立 假设 是 Ha l<p<i) 者 拒绝 H, au 表明 正面 朝 


上 的 概率 大 于 na HERH, 则 表明 正面 朝 ]- 的 概率 小 于 汪 ， 在 
进行 检验 时 每 “ 拙 一 个 样 ”就 是 将 硬币 任意 抛 部 一 次 ， 任 党 给 定 小 
正 数 ac0<a<1， 比 如 4=0.05)，、 间 。 是 否 有 固定 样本 最 的 检验 
法 ， 使 得 犯 两 类 错误 的 概率 者 一致 小 于 o 呢 ? 可 以 严格 证 明 ( 见 本 
章 $9)， 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 也 就 是 说 ， 无 论 预先 固定 的 
样本 量 有 多 大 ， 也 无 济 于 事 . 

这 两 个 例子 是 有 典型 性 的 ， 它 们 表明 了 圈定 样本 量 方法 的 局 
Wk. 第 一 个 例子 表明 固定 样本 量 方法 有 时 效率 不 高 ， 第 二 个 例 
子 表明 国定 样本 量 方法 有 时 无 能 无 力 。 统 计 学 发 展 中 上 的 一 个 重 
要 里 程 碑 就 是 序 贯 方法 的 出 现 。 人 们 在 四 十 年 代 普 遍 认 识 到 ， 样 
本 量 不 必 有 预先 固定 ， 可 以 根据 抽样 (或 观测 ) 过 程 出 现 的 情况 来 决 
定 何 时 停止 抽样 (或 观测 ?， 也 就 是 说 样本 量 是 一 个 随 税 变量 ， 这 
样 得 到 的 样本 是 一 个 一 个 地 和 逐次 得 到 的 。 叫 做 序 鞭 样 本 。 可 以 证 
Wi CLASE $ 9， 存 在 使 用 序 贯 样本 的 检验 法 检验 例 1.2 中 的 假设 


Ho 0<p<< 壹 ， 其 两 类 错误 的 概率 都 小 于 给 定 的 正 数 e. 


序 贯 统计 (或 者 说 统计 中 的 序 足 方法 ) 正 是 研究 如 何 得 到 和 利 
用 序 贯 样本 进行 统计 推断 (或 选择 ) 的 统计 学 分 支 。 存 假设 检验 、、 
参数 估计 及 更 一 般 的 统计 判决 问题 中 ， 序 贯 统计 方法 一 般 有 两 个 


68 


组 成 部 分 (两 个 要 素 ): 停止 疲 则 与 判决 法 则 @ .停止 法 则 告 拆 我 
们 ， 在 对 总 体 进行 逐次 观测 (或 抽样 ) 的 过 程 中 何 时 停止 下 来 ; 判 
决 靶 则 则 告诉 我 条 ， 根 据 停 止 时 得 到 的 全 部 数据 ( 序 贯 样本 ) 对 总 
体 应 如 何 作出 推断 或 选择 (接受 或 拒绝 一 个 假设 ,估计 套数 等 ， 
w, 

数学 上 如 何 描写 停止 法 则 与 判决 法 则 呢 ? 停止 法 则 可 用 停止 
时 间 ( 简 称 停 时 ， 砚 第 一 堂 ) 来 描写 。 设 对 总 体 进 行 逐 次 观测 得 
X, X, GER S EO, sn, P E fo B6 Flo EID. iB yc 
o(X, e Xa D CEEX Xa BERTI RO o RECORD. 
Sr .0). EF Gra m0) E 48 B. c gb JE GRIERR WII. MAE 
Rig, c 是 否 等 工 ”仅仅 依 入 于 到 时 刻 "为止 观 赛 到 的 数据 X， 

"Xn ELIIGA Xa Xano 无关。 停 时 是 一 种 不 依 
鞭 生 将 来 的 随机 变星。 显然 ”任何 丰美 用 价值 的 指示 我 们 何 时 售 
止 抽 样 (观测 ) 的 法 则 都 应 具有 这 种 特性 . 

”定义 1,1 称 停止 站 则 r 是 封闭 的 ， 若 它 是 有 限 和 的 ， 即 


P(r«o)-1, 


我 们 最 关心 封闭 的 停止 法 则 ， 不 过 有 时 不 封 闭 的 (有 了 时间 开 
帮 的 ) 停 正法 则 也 是 有 实际 意 交 的 (参看 本 章 $9)。 

TA, Eron, M zwo)? 也 是 停止 站 则 ， 故 畔 定 样本 量 情 
形 是 早 于 我 们 以 后 讨论 的 一 般 理论 的 特殊 场合 ， 

由 于 我 们 这 里 规定 orc { 必 ,9}， 则 对 任何 停止 法 则 * 有; 
{r=0}= 儿 或 0。 换 和 多 话说 ， 我 们 以 后 磁 到 的 停 时 或 者 蚀 等 于 0 
或 者 总 不 小 于 1 。 7 一 0 就 表明 不 进行 抽样 (观测 ) 。 

怎样 描写 判决 法 则 呢 ? 最 一 般 的 情形 是 给 定 某 个 非 空 集合 4 


- | 

D 有 些 绒 计 间 题 里 (参看 第 三 举 导 书 ) 不 明确 提出 停止 法 则 ， 允 许 抽样 (或 观测 ) 

汇 痕 迁 行 下 去 ， 重 每 次 《或 每 碌 ) 如 何 抽 样 (或 观测 } 却 适 要 根据 在 此 之 前 得 到 的 全 部 数 
EARE. BPT E E TEES m Na aa t, Aa HE 
程 可 以 无 限 进行 下 去 ， TEA A E H EE E E uri] S] E e e m Üipsiespu 
状 足 凡 小 ?部 停止 于 来 ， 困 而 还 是 有 一 个 党 止 法 则 在 起 作用 ， 不 过 未 明显 提出 X T. 
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(通常 叫 租 行 动 空 间 )， A 中 的 元 素 电 租 “ 行 动 ”， 同 时 指定 4 的 
一 些 子 集 纽 成 的 c 代 数 .多 5( 当 4 是 有 限 集 或 可 数 集 时 ,通常 规定 .多 
由 4 的 全 体 子 集 组 成 : 当 A4 是 可 分 完全 距离 空间 之 Borel 集 时 ， 
多 由 4 之 全 体 Borel 子 集 组 成 ). 

HEEE E r= r), ME HRF RRE 

X =X, Xa, A Lis (9). 
PBTRRH AN, 72538 Hed FITA E A UBRO. 
d sdCX,(9) p X pean DD 

为 了 便于 数学 上 的 严密 讨论 ， 我 们 要 求 半天 法 则 具有 “可 测 性 ”， 
Eik, PREME E TA 空间 C01,.F 7} 到 (54, 多 ) 的 
REE E 

| . Q, ETAO), 

Z= EE， ECQ., Xn, Eíl(r-n)e.*,), 
J.A BEI] c LLMDBDE BDOULES SUI SE PERS AE. 

BALM t 与 判决 法 由 工人 台 在 一 起 构成 序 质 地 法 4， 记 作 
A= (t,d), l l 1 

在 本 音 里 ， 我 们 研究 假 投 检验 问题 ， 这 是 一 种 两 判决 阅 周 ， 
即行 动 空间 由 两 个 元 嵌 组 成 , A4=141,4s}, e 理解 为 接受 腿 设 : 
Hu 4 理解 为 接受 假设 Hs. 


$2 序 员 概率 比 检验 (SPRT) 的 定义 


最 基本 的 序 贯 方法 是 序 货 分 析 英 起 人 人 A、Wald 于 1943 一 1945 
年 何 提 出 的 序 货 概 率 比 检验 ， 这 是 远 应 第 二 次 亿 界 大 战 期 间 美 国 
军火 生产 中 的 质量 检验 工作 的 需要 而 创造 出 来 的 ， 

我 们 的 讨论 是 很 一 能 的 。 把 随机 变量 X CHO E UR JE c 
室 间 (9, 克 ,号 到 可 测 空间 (名 ,多 =) 的 可 测 映 射 已 知 XX 的 分 布 


全 x v(er-0h, Bf OX" Aak g, H r(a) conr, Ag XT Jy x dp] P 
(X,C2) X,Cn),. TF. 


e 
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密 庶 < 基于 某 oc 有 限 测度 2) 是 (7) 或 f(x)， 到 底 是 哪 一 个 ? TA 
X. 我们 来 检验 假设 十 ,， 广 是 真正 的 分 布 密度 ; 对 立 假 设 是 五 :; 
HY ngo l 

AX ITAMER YX o X... RETE 定 它们 是 概率 空间 
(0, 了 FP}G=1,2) 上 的 相互 独立 同 分 布 随 机 变 量 列 ， HAXE 
Pi 下 的 分 布 密 府 是 fi x00=1,2》)， 即 对 一 切 BE 多， 有 


P,QGe B= | ficoncen G=. 
ATRI LERH Ho AEREA H: 
ha = JEX OTIA D (n1), (2.1) 
į=1 i=l i 


在 这 里 我 们 采用 通常 的 习惯 ， 随 机 变量 与 随机 变量 的 观测 值 在 记 
S Edu Xo Xar Xn BE Rn 个 随机 变量 又 代表 这 n 
个 随机 变量 的 观测 值 ( 样 本 值 )。 岂 统计 量 都 是 观测 值 的 国 数 CHA 
而 可 以 计算 出 来 ) MEX, XEDA, CDP X, 
Xu 实际 是 观测 值 。 以 下 的 许多 记号 都 应 这 样 理解 。 当 然 ， 由 
于 是 任意 的 观测 值 ， 统 计量 作 为 的 复合 卫 数 又 可 看 作 随 机 训 
量 。 这 些 读 者 在 普通 统计 学 里 书 熟 知 。 

AR xj AWWA X... Xu, AR 3A m f Neyman- 
Pearson 引 埋 ， 最 好 的 检验 法 是 似 然 比 检验 ， 即 找 出 临界 (EC, 
MOSTSCHHEBASH,, S4LQSLCIHESRRH, A. Wald 对 此 方法 进行 
了 重大 改进 。 他 的 基本 辐 想 是 ， 当 4 很 大 时 拒绝 晶 ,， 当 入 很 小 
BREH, P5 hw 不 本 大 也 不 赤 小 时 就 不 位 作 结 论 而 天 观测 刷 
样 ) 一 次 ， 往 下 研究 1. ， 直 到 某 -- 步 似 然 比 是 够 大 或 足够 小 为 
正 。 确 切 些 说 ， 给 定 两 个 常数 AQBQODA-LGeDB-o0), Wald 提 
出 的 检验 法 的 实施 步 又 是 ， 设 X, 是 第 一 次 观测 得 到 的 倩 ， 计 算 
ACX s áp 


A,CX ORB, 
则 停止 观测 并 拒绝 假设 Hs An . 
. #1. 


AYCX DC A, 
DIAG EAEE Hj 8A 
AZA YB, | 
由 进行 第 二 次 观测 ， 得 观测 值 Xo AA.DD Ain MR 
AB, 
WE EAMHHE Hus tn 
A 
则 停止 观测 并 拒绝 Ho 如 果 
A« AB, 
则 进行 第 三 次 观测 ， 得 观测 值 和 as …。 一 般 地 ， 如 果 进 行 了 -1 
”个 观测 不 能 作出 停止 观 制 并 拒绝 或 接受 假设 五 , 的 决定 ， 则 进行 
第 7 次 观测 ， 得 观测 值 X an HIA AS. WE iB, Mfp 
202-18 28 77 ,, Ep A A , IEEE LEX IEEE: 五 如果 AAB, 
则 进行 第 n + 次 观测 ， WMX LLL 
X Ar Rede PA RH RE SUBE EG (SPR T), 简 记 作 S(4， B). 
它 的 停止 莫 则 是 ， 


r*zinfín, nl, J,C€(A,B» . (2.2) 
‘我们 恒 约 定 inig = co^, FRAME: 
. : . HEH, MA. B, 
at=] (2.3) 
HH, MA LÁ. 


从 SCA, ED óE SUB, RESE EDS E H2 UI EE LE RU] A ELA d 
112.1 M f (Bernoulli) A JE, 
WX 0x1, 
P(X 21) -p-1-P(X-0), 
«pel. 半 关 于 计数 测度 4 的 密谋 是 
fep =p -pt x-0, 
GF -(0,1), SH ZTE, K) - B 中 所 含 元 素 的 
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485. 

TR EH p2p, HBE Ha pappZ 
PC, Piti BEARD. E XXa n EX AWE 
(2,19% 


n n 
t= IE IG o2 / PAX 02 


PĒRU- p,” Sn 


pal- p9" EL 


QD. 


这 里 SD X, (2D. TR 
ial 


in An = S, lnc, / pD + (n- Spn S pD Apa 
fO ACICB«o, 4 


l- 
In% ^8 
EE "ibp, 
e . ENCA —, 
Inf nl” Pz 
Bi 1 - P, 
d >= ing 2 .]nA 
. ' 152: _1lnl 一 Paz In?3 -1n1 二 Ps 
1 l-r Pi l-P, 
R,Q-o0ncd, Ag CH d,, 


5 $1e0,d, 70,4, —0 PERH AB BRRR MERE S.R.C 
Ann A HEER IRE SrA we EE G E 

T = infim, nip, Sa E lAn Rn) 
我 们 可 用 图 来 表示 这 个 检验 方案 。 图 2.1 pe eder EE E, 
HEERE SEE. 24 OLLSOERETEPS RE 43 EL ER ZLÍBIBSE v 
继续 抽样 < 观 油 )， 耕 则 停止 抽样 (观测 )， 
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S= cnt df 


例 2.2 正 态 分 布 情形 。 
iX ~N 9,1), BEC- %0,0), 分 布 密度 (关于 Lebesgue ul 
度 ) 是 ; l 


2 1. 了 vv gez 
. | L-0) 上 


BRR i Ha osb, 3E GE IE E Ha 000a 0b B 
ARD. | 
EX, Xo 是 区 的 独立 观测 序列 ， 此 时 从 (2.1) 短 


n 
DEP], Amet 
Ån = 


ln p= Ca- HS t (0: — 62), 


这 里 SQ- YXi(n3z1)。 不 难 推 知 ，S(4;B) 的 停止 法 则 是 


sz int[ n, nl, Seen es, ftna), 


”这 里 .… 
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e= (nA 9D, d= (InB9/(06—6). 
这 个 检验 法 也 可 用 图 2.2 表 示 。 


81-8; 
S2 7 ncd ESH 


图 2.2 


从 上 述 例 子 看 出 ， 序 贯 概 率 比 检验 法 的 实施 并 不 复杂 ， 它 仅 
仅 依赖 事先 选 定 的 常数 4 与 巨 。 怎 样 选 定 4,8 昵 ? 这 就 需要 仔细 
研究 SPRT 的 性 质 ， 很 自然 地 有 下 列 四 个 问题 
D .是否 有 限 步 后 一 定 会 停止 观测 (抽样 )? 即 是 否 成 立 ， 
PQrteo0)-21(i 21,2507 
90 如 何 计算 Pi; (接受 万 ) 的 值 ? 注意 
P (接受 HD) = Pi Cr «oo, A LÀ), 
我 们 希望 io 1 时 这 个 概率 很 大 ，i=2 时 这 个 概率 很 小 。 通常 记 
a= P(r*<oo, A, ZB), 
BzP,G*«o0, A+B). 
希望 找 出 0.8 与 4,B 之 间 的 关系 ， 从 而 根据 给 定 的 4,8 来 AE 
A,B. 
D 如 何 计算 平均 样本 量 E, 0*6 — 1,20? XX HE 表示 与 测度 
Pi 相应 的 数学 期 望 。 自 然 我 们 希望 Bit+ 越 小 越 好 ， 
4) SA DAMER? 特别 是 ， 有 无 检验 法 比 SPRT 还 要 
or i i 
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-怎样 研究 这 些 问 题 呢 ? 一 个 基本 观点 是 ，SPRT 的 研究 可 化 


为 随和 机 游 动 的 研究 ， 
从 (2.1) 知 
ln Aa = $In((X //ACCD. (022. 
令 . 
Zi zin(facX,0/f€X 0 (1-21,2,'7), 
Z, =n åns 
则 Zn = Dz, (CSSF 
l 


Ez, EO, S P130 21,20 E BR Hor Ais BE SL 
变量 列 ，12Zs,n 宇 1} 就 是 通常 所 谓 的 随 机 rS. m SCA,BD ZR 
JETER RT s | 

t*cdnf(n, nl, Z, € (ln A,1n B)), 
RD BG ELI b EF CHF Dj] (in A In B) ZRA. 我 们 在 8 3 中 对 随 
机 游 动 进行 一 恬 专 题 研究 ， 然 后 稍 论 述 SPRT 的 性 质 


$3 随机 游 动 的 一 些 性 质 


本 节 内 容 有 普遍 意义 ， 不 仅 对 于 研究 SPFRT 的 性 质 是 必要 
的 ， 对 于 研究 更 一 般 的 序 贯 假设 检验 与 序 贯 估计 也 都 是 很 重要 
B3. 
ACUTE zz ECO, S P) E 相互 独立 间 分 布 的 实 值 随 
“机 变量 列 ， 


Z, D , Fn 人 TZ Zn ja (D. 


序列 (之 ,Fn,n 守 1) 是 所 谓 的 随机 游 动 ， 
引 理 5.1 (Wald 方程 ) 设 r 是 i125 nal E t E 
Ez, FEH Er«co. MA 
TÖ 


EZ, = Ezp Er, 3.1) . 
这 里 Zr = Zita (0, 
证 明 记 
x'zmax(x,0), x -max(-x,0), 


BlFOIeoQ,z o, ..u5 zi 相互 独立 ， 于 是 


Eois) - zt... E Ed... nr 


= Ezt YEU gsi) =Ezj. Et, 
DEYA v | 
B(X) - Fei. Ee. 
由 于 Ez; 5 Ez: 中 至 少 一 个 有 限 ， 故 
r( 32. )-E (Ze; -zp)= z(2j5)-5 (275) 


P1 


= Ez Et, 


这 就 证 明了 《3.1 成立。 证 毕 。， 

(8.1) 就 是 所 谓 Wald 方程 , 值得 注意 的 是 ， 车 Be 二 0， 
Er = coyE(Z-) 存 在 ， 则 (3.1) 式 仍 成 立 ， 但 证 明 稍 为 复杂 -: 些 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参看 Chow and Teicher(1978), 

5183.2 设 Ez} «<œ, Ez, =0, r E (Z, nl M. 
只 要 Erco, WA l 

EZ? = Ez? Er, (3.2) 
证 明 使 用 记号 4Ab 全 min(a ,所 。 易 知 


n 


Zian D loraj. 
FE 
规定 Zo=0。 企 意 固 定 n7 mz-0, Bn 
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z 


E(Z an -aam y= e( 3 Lasp) 


- È Füenepem D) Edasis. 


Ta mei cjen 
由 于 Duy 是 8 (2, ,7**,2 4,0 RENI Bg, x, 十 是 TBs 
测 的 { 当 1< 了 时 7?， 利 用 独立 性 知 
EQU aap D -ERPEQSNI, 
E(l mimo Eus pz Ez = O00<7), 


于 是 
. n 
E(Z,&n Zenn y= Ezt-E( M Isi.) 
j-m+i 
= Ezi (EGAn) - EQ ^m), (3.3) 
A noo f 
EQZ, -Zam PREZ (Et- EGAM, 
从 而 | 
lim E(Z, - Ziim »-f0. 

于 是 EZ2 = lim 百 Z2 


TEG.3)m m4 m=0 4 
EZ? na Ez B” Etr An), 
&k EZ? = Ez? Er, WERE. 
要 注意 的 是 ， 若 Er = oo， 则 (3.,2) 可 能 不 成 立 。 | 
845.1. Wiz, ze 是 独立 同 分 布 随机 变量 列 ，z,=1 或 一 1， 


SPe-D-i.4 


这 里 Z.- 5x. AAF 的 引 理 3.3 知 Pr<oc)=1。 于 是 


1 
EZi-1, Ezi-1, l8 Pc-D-l. Erz}, 可见 此 时 (3.2) 不 
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M3. 
5]385,5(Chnng-Fuchs) j$ Ez,=0, P(z-0)-1, M 


lim Zn =c (8,9.) , (3.4) 
lim Z, = ~ cc(a,s, ), (3.5) 


证 明 只 须 证 明 (3.,4)。 邻 


a= PÒ (i200 ), A. fZ Za}, 
Tc1 krn 
则 
PAR) = PAR kan, Za - Z0 RAP ekon, Zy Za 
-PQZ.-ZQIQ,kcl,e.n-]) 
POG- kn, Ze ~ Zn 
= PZ -CeO R= ,nN 103, 
Ai ocinf(n; ni1,.Z.5:0j, AI 
P(Z4- Z,T0,k- 1,2,--,n- 1) 
=P(zn O02n za QG090.-,Z4 B RxQ) 
-P(Z,G0,2,—0,-—,Z4 470) 
= Pn), 
ük PC(À,) 2 qPCURm, 
我 们 指出 ?=0。 用 反 证 法 。 设 ?二 0， 则 


12: 9) PCA) = a« SP zen) = e Et, 


于 是 Ecco, APARIS. 140 
EZ,- Ez, Et=0, 
TE Z.20(a5.. HE 
P(Z,«0) PG, —0294»0. 
这 个 矛盾 就 证 明了 4=0， 从 而 


POETE n1 f Z0) = 1. 
rod 
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ZyT ty D, 
t,9xinf([k, kot, RSZ, _ B (nl 
Fik Puy) = 1 (n0. 未 六 证 明 2 Za Zu Zao 
是 相互 独立 癌 分 布 的 非 负 随 机 变量 列 。 我 们 指出 OEZ xoc. 
SER b. Z "— Om EL 
P(Z, DOPO S000, 
BK EZ,,2-0. ARRARIR 


im LD DL, -2 ti 1) E21>0 《a.s 7; 
页 -lim Z,,7909 (8.5.5, 


PLLC. DR. 证 毕 ， 
给 定 区 间 (4, 的 ， 这 里 -2<a<0<b<ce, 我 们 米 研究 随机 
游 动 {2 ,7n 宇 1} 首 次 离开 区 间 (4， b) (fgli dal t*, Rp 


r* -inf(n, n1, Zn c(a, b)i (3.6) 
JAS[SB3.3 38, HE Ez, FE, POnQ 0)—1, WU 
P(r*—co)-l., 


实际 上 ，、 若 Ez, 所 0， 则 从 强大 数 律 知 
-lim Z=% -o (2.s.)， 


djEz,20, MAG. O 
lim Z, = co (a.8.), 
ALA Pata), 
下 面 指出 ， 无 论 Ez, dp YES UH. RO Psi=0)<1， 恒 有 
Prrx<c2o) =1。 我 们 还 可 证 明 更 深刻 的 结论 ， | 
3]HB3,4(Stein). i$ P(z,-00-—1, MEAE 数 MI0,V—0 
HE: ' 
` P(v*nmMe (qz, G.T) 
这 里 r# 由 (3.6) 式 定义 。 
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证 明 ”首先 指出 ， 存 在 由 六 1， 使 得 
P(|Z,. p >b- ap. 
KEE, BEAR Péx,— 40b. AA 620, i E Pe >80. 


取 mio = 就 行 了 。 这 是 因为 


P(Zgyb = a) =P {z i pEi gtt g Em >S) 


= LPG,76)]", 
同 理 下 (人 2 
"ic P(|Z&4|75-2)70. 


ERA Enem 令 4= [^| (整数 部 分 )，mn= cou, Rl 
P(r*zn)-P(Z,&gf,,-,Z.€ly 
PE To Zu Elm Zam Efo) 
«P Zs zb - a, Zom- Zm|szb- a, 
“am — Liem | - 8) 


EPa Zai 


1 


-(l1-pp'ü-mp" , 
Epal Ml 


- o 
P(r*- meo ep] Zmll (nom); 


a p=1 n 
上 fr ny 二 站 (ncm), 


ZEER M> WEG.. IE. 
引 理 3.5 X Pæ sl, Wi POrt o s] Hae AY 
《这 ?是 {3.7) 中 的 正 数 ), 有 Eert” coc 
证 明 这 些 队 引 理 3.4 不 难得 到 。 证 上 毕 ， 
MaR. DEA, HERA m. Eea, 
定理 了 .1 Exc, EH TAa f y EEA, 
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+ 


Pees 0l, Zas voz; MSD, 


1 


- co«x;a« «be oo, 


H ~ 
1* —dnf[n, nil,Za.c(a,b)M 
由 有 下 到 结论 ; 
1}. 车 Ez, 存在， 那 本 
~ EZ,*»= Ezp Pr; (3.85 
2) # Ez, =0,Ezi <0, ME 
EZ’, = Ezt-Er*, (3.9) 


3) GP f) = Eet co GET £0 EFO ME 


Ec 7 4o» =1. (3.10) 


证 明 从 引 理 3.5 知 Br* 一 <， 利用 引 理 3.1 和 引 理 3.2 就 得 
到 (3.8) 和 (3.9)。 FE REHE H (3 .100) E S£. 


i'n [FD 


-Sl f gor- J goe] 


k=l pak] - tt*RES1) 
n ， 
-w f eet nsii ap 
eu do KO 
ef? 
- [ : dP | 
k 
etin CED 
Sf f etže-1 apo | ei. a] 
= -Fonok = J rR | 
k=l irtak} PASE irř>k+1} CF] | 
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-1- f S Tn AP (gg Z,20) 
atan OD" nS 


但 
&tiZs 
dP 
» | LI) 


n | eliitb-eiqpoeltlib-cP(p*—pgn) zo(D (noc), 


这 就 证 明了 (3.10) 成 立 。 证 毕 。 
3.10)? 就 是 所 谓 序 贯 分 析 基 本 人 恒等式， 它 在 某 些 计算 问 古 中 
大 有 用 的 。 还 须 指 出 的 是 ， 条 件 “ft 六 1 可 以 去 掉 ， 不 过 证 
明 方 法 需要 改变 一 下 . | 
例 3.2 (赌博 ) ” 设 甲 有 资本 M 元 , 乙 有 资本 N 元 (M,N 是 
正 整 数 )， 每 一 局 中 车 甲 胜 ， 乙 给 甲 一 元 ;车 乙 胜 ， 甲 给 乙 一 元 ， 
设 每 局 里 围 胜 的 概率 是 PK0<p<1)。 问 ， 如 果 一 局 一 局 地 财 下 
去 ， 甲 输 光 的 概率 是 多 少 ? 平均 几 局 后 有 一 方 输 光 ? 
这 个 问题 可 用 随机 论 动 的 理论 来 解决 。 令 
zf 1, 第 i 局 甲 胜 ， 
-1， 第 i 局 乙 胜 ， 


我 们 假设 xbzs,… 是 独立 同 分 布 的 ， 


i=l, 


" - 
Psi =1)=p， Z= 了 ai (QmD, 
f=1 c 


Zn 表示 第 n RE HUPCPECEHISTRLCRTULEE SUED. 
T*-inf[n, nz21,Z4.C€(—- M,N))}, 

BER, v* 表示 到 一 方 输 光 为 止 的 局 数 。 甲 输 光 的 概率 等 于 P(tZi* 

= -A)， 显 然 Ez = 2p - 1。 以 下 分 两 种 情况 讨论 。 


= 
D ?= 
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此 时 Ez,- 0, EZ. = Ez,.Er* z0. {R H 
EZ,«- -MP(Z,« -M)+NP(Z,s =N), 


P(Z,s= -MN 
MEN? 


M 


POT NOT MEE 


这 分 别 是 甲 、 乙 输 光 的 概率 。 
利用 引 理 3.2 知 
EZ? = Ezxl.Er*, 


= 2. NN 3 M i 

BRZI = M'o gig N y yT MN. 
i Er*— MN. 
1 
2) pc, 
mE 


此 时 ， 引 理 3.1 及 引 理 3.2 者 不够 用 ,要 用 是 本 伍 等 式 (3_ 10) 
因为 
f()-Eef*i z pet (1 —pe-^t, 


a iso In icf fü) -1. 从 (3.10) A Be os =1， 即 有 


Le 9" (pL) eta] 


ŽE L=P(Z e= -MOREIBBDEMEEE. n 


[C1 - p /p]"- 1 
L-PPT -p/p TM 


Er L EZ, = NLLOM € ND 
Éz, ap-1 ” 


后 者 就 是 到 一 方 输 光 为 止 所 需要 的 平均 局 数 。 
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从 这 个 例子 看 出 ， 若 要 有 效 地 利用 基本 恒等式 (3.10)， 关 键 
在 于 是 否 有 b 关 0 满足 
fF) = Eet a], 
下 面 的 引 理 表明 ， 很 和 多情 癌 下 台大 存在 的 。 
引 理 3.6 设 随 机 变量 满足， 
i) P(z-0)20, P(z«00; 
i» Huki t, Eeteen, 


则 当 Ez 志 0 时 fa — 3E IU SIE o a Eeto — 1, 当 Bz=n0 
时 ,只 有 机 =0 能 使 得 Eeto — 1. 
证 明 记 fC = Eet*。 利 用 条 件 沁 及 控制 禾 钙 定理 知 
f(t = E(ze!?), FI(t)= E(z?et*) 7.0, 
故 IOE 00,00) ER 数 . wa> E a PEDS, 于 
E, t>o, 
HO» | ef?*dPzxe!*P(g5), 
TERME * 
Wk lim f() =00, [AE lim f() = co, fk A CO EXE A1 达到 最 小 
值 ， 于 是 PO 80. FOET, EP HE 加， 在 (- t] E 
Fikah. BIE, EA: JO = 1 至 多 有 两 个 元 素 。 以 下 分 两 
种 情况 : ` 
D Ezx0. IEF, /^(0)— Ez2c0, kiho, FÆ 
fF) AHO =l, 
车 二 >>0， M A bE M E f(t) =1; Pua, W 有 
t€ (C7 co, LOIR L0 = 1. 

2) Ez-0. 此 时 ，f (0) = Ez=0， 于 是 -20, EEIGOx 1, 
由 于 了 (9 在 [0, 吕 9) 上 严格 增加 ， 在 (一 00,0] 上 严格 减少 ， 于 是 对 
—HUitx0, fO), WERS. 

* T BLUES S 0221) ,我们 最 关心 的 是 量 LAP, aa) 
及 Ett, RE 路 是 由 (3.6) 式 定义 的 。 要 给 出 一 般 情形 下 精确 的 
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计算 公式 是 很 困难 的 ， 但 我 们 可 给 出 有 实用 价 基 的 还 似 公式 。 
PSD Howo gfGo-ECU WAF 
到 结 
a La S505 l (3.1D 
etab pip f 


xE Le PZ, a) 


(2) EZ,+=b+ L(a- b); ' (3.12) 
D 车 Es), MA 
Erat eL D, - (3.13) 
; Ez, 
(0 XP Ez, 20, Esia, WA - 
EZ, La! e (1 - L)b?, (3.14) 


_ La? + (1 -Db 


Ert 
Ezi 


(3.15) 


理由 “由 基本 恒等式 (3.10) 知 EC " 1) = 1, fefR 合 {Z,* 
sal EM atA Z REHE, EEG iZ EEA b EAZ,” 
的 近似 值 ， 换 和 旬 话 说 ， 我 们 近 位 地 认为 ， 随 机 游 动 首 次 离开 区 间 
Ca, 刀 时 的 位 置 是 区 闻 的 端点 ( 吧 忽 烙 了 位 置 Z,* 与 该 区 间 (& ,0) 
之 间 的 距离 (overshoot))。 于 是 得 到 

f ets? dP + f etotdP=:-1, (3.16) 
TZ tE Eo. bt 
A3. 1E X HIHEHIC3 1D. 

ERRAITEA A BE Z, 看 成 取 什 4,5 的 随机 变量， 
从 定理 3.1 不 难得 到 (3.12) 至 (3,15)、 

读者 可 能 还 不 满 是 。(3.11) 至 (3.15) 只 是 近 位 公式 ， 和 到 底 误 
差 有 多 大? 我 们 可 以 建立 一 些 精 密 的 不 等 式 ， 有 兴趣 的 读者 请 看 
-i&6. 

TEXDERUSMSKEE. SRHIUPTEBRULOEZD ERSAN ESA AA. 
EUR | 
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小 = ozet EO, J. P bikua t W Bi YL XE 


定理 3.2 BET. 


HA, 
" 
Ez,0, Za DIEF (nzel. 

i 


ini H. . . . 
t=infin, nem, Za >G}, 


这 里 好 是 一 个 国定 


5 


HOh CObSDEG mbi, Mi Erco, 
证 明 MEAE- ANIR mM 


ER tinm is 


TAN ‘rami-l 
> 2 二 NC Zi +2, nO +M (a.s.). 
i=l 


MU | 理 3 ， lA Ez EGA, n)zC + M, E 
ETAN% SEa +M). 


-1 
i M 
Er ERU + M», 


EREET: HOMSEZECKÍ(ERR EG /MO70. 由 F 


5 《Ei 六 MS 5r 1 


i=l 


it 
n 
31e My» E». 


tinf{n, nom, 


了 了 co i C rM» 
Et ET SET "AM (C T Moo, 
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$4 SPRT 的 一 些 性 质 


I XoXo EO, ,Pi){i=1,2) 上 的 相 王 独立 同 分 布 的 
ENEE ARTOA X PET TWR, g). Xi 在 Pi 下 
的 分 布 密度 是 COON CTET 0 A BRE HE GO. 1—1,2, XE 
fol ER E BAE.: 

Bix: FDC 60. (4.1) 

RTR E RETE 

Ho: AX 的 真正 的 分 布 密度 (对 立 假设 是 末 ;， f. dk X, 
的 真正 的 分 布 密 庶 )。 

根据 SPRT SDRE M, LECEN AE 


i*cdnfín, nel, An ZCA, B), 


这 里 
jn = |] jX: )/ $00 (nz. 
ia i-i ial 


L =P Eg H,) 2 Patai SA), 
L= Po 接受 HD, 
-a= P GE% Ho =1-L,, 
B-P.GRSS HDS Ly 
RPR D 7* 及 8,8 的 大小 。 
定理 4,1 对 于 1= 1,2, gd PQGtco) 21H 


Eet eco GA ATO, (4.2) 
E,(r*)*coo (— H kel). (4.3) 


证 明 ẹ 
z Alf (X; AQAD GLD, 


他 为 了 避免 出 现 Ln4， 我 们 恨 设 也 ,与 P, 相 所 绝对 连累 ， 这 里 
|o PQO2PRX,C B) CBC a, i-i 
FX S BURZ S HEEL XTRE SE. 
88. 


Zalni attt ER. 
azl A, bilnB, 
WiiZzi,.n221)AEBSLUEAD. H. 
r*= infin, nil., Zag (a,b), 
FLPE Inx«szx-d (x20 H x D. JAC. DA 
is = n Pap dp | GO pe ~1 |an =0, 


XRH E, FÆL Du x0)0. [uz 
Eh, PGs Dal, 
TI HI GIES. SIRA Eiri, IE. 
ya DNE 


aD, PZA- (4.4) 
证 明 BAIR IER ASSA a’ A n F 
PCA) =f And P,, (4.5) 
A n 
i l - ， 
PAY = f —dP,, (4.85 
2 AA 


实际 上 ， 有 BC .多 " 满足 
用 = (Xat Xn ERP, 


PFE 
PAS =| TJ] Fane dEn) 
~ Dil 
- n / n t . 
- (Ilo Ha BERET JIA dradrD pdrs) 
"i=l mE i=l : 
-i AndP,, 
PEE! 


ET 


Had DR. TE 
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a= P :+* 2) 


= - . 
E » Part = EAn B) = 2, | E 
"T $71..9.8. paR) 


E 


-1 j 245 umo lpr a 
B2: Pa =n, AaB) = QPIG GAB) 
alera 


Eu BelA(Q»L-o0). F, 


IRCA. ADA 
Ê. l-8 
1-2 ALB ü L] 
在 实用 上 常用 近似 公式 ， 
a= f, pal, (44. 
l-a a 


从 冠 理 和 .2 的 证 明 过 程 来 在 d) An ARB Z,a 
b», MIKA. 70 RE E f nz XL. 

AGKGCONORSEESGUEFP. HTE, 很 容易 确定 
AB 的 值 ， 从 而 得 基 了 所 要 的 SPRI. E E ABI, RER 
需要 了 解 总 体 ( 随 机 2E Bb X Of zy f SETA. ULIS M, 
HEE ER kE EHARA R. 

对 于 给 定 的 e, ER. ATIRA ALB 和 的 近似 值 

Ano s ge. IE, 
HR, PESA, BOAR HRR DO BE I3 2,5 a SER Iu], (Hg 
恒 有 有 下列 重要 不 等 式 . 
定理 4.5 y5E 070.070 GAE ae B. WE 


As 8 P B*- i- f 
10-22 g 
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SCA*,B*) 之 两 类 错误 的 概率 分 别 是 a*,8*， 则 但 有 


* ao «m Ka 5 . 
a “IAF B Sing 
a* e Bua. (4.8) 


证 明 MAE a+ pig A*—B*. MEM 4.20 


再 过 一 i —fg*c-c a 一 H*»- E 
a = pE Cl B ) 1 - B (1 B j Ux 1 . B * 
*o7 AG - *3—., B j 来 全 B e. 
B*zxlA*(C]—a*)- i a ]-a*5-— TIR 


于 是 
(1— f0a*zcac]1- B*), (1—o»f*-zBCl—a*5, 
Tii yu oRAEGYXA9 1:47) MAI, H a*t Ataa p. Wh. 
(4.80 X REB. RAIUS. D PRESE I CÓ RU 
是 不 增 大 的 。 
Hx eI X fx»). FA ho 满 是 
E (ehi*i) s], 
则 从 定理 3.2 4n 
.JABhi-I 
i Bari — Ani? 
EtilnA+cd-L)nB 
E Eiz, 3 
这 里 1=1,2。 Aies-1-LZ, BL, 1, 8T JE (EGK HE. 
3 =Ê -21-8 Hz 
BUR ATI. B= "E 则 得 到 


Fata IE/ m + ela DS. quy 
“171 


] A E — 
Eta Ë nCB/€1 — a5 -—- - BXlncC1- Bo) £4.10) 
FE 


SI 


这 两 个 式 了 表示 了 SPRT 的 平均 样本 景 Et? 与 两 EB iXIU 
Bids 2,8 之 问 的 近似 关系 。 值 得 注意 的 是 ,车 Z =ln A 或 lnd, 
WEG. 908 (4100 EE REA SEVA. AEM 4.2 的 推导 过程 可 
El. 

我 们 将 指出 ， 设 4 = kr, 全 是 任何 序 贯 检验 法 《7 是 停止 夺 
M, d 是 阁 决 站 则 ) , 它 的 两 此 错误 的 概率 分 别 是 ai ,有 车 o ea, 
B,«B, WiCLLO) 004.100 RHARD A En ES BO RR. dE 
意 ， 判 六 法 则 d 是 可 测 空 EKO F OA — dé 73 dg (1,22 8 RE 
上 映射。 “4d= 1” 表示 接受 假设 HH, “d= 27 表示 接受 假设 Ha, 
LA FIE aCA) = P dda), BA) = Ptd= d), 

定理 4.4 设 4= CD RCXCE UE H.,H 的 任 一 序 货 检验 
法 ,而 且 

aA», POSF, at Bx, 

RU fa £r 


Era LODRAT D taa AD, 《4.11) 
1 - L“ 


t 


ErP POB/(L-70)) € CL Bn (Lo 070 


af p 
ETSI 


(4:12) 


这 里 
zy = TCD CD a £M. 


Econ 


证 明 Jk CLLD 

E z0, Ez, >00. 

我 们 来 十 明 (4 ,12) 成 立 。 记 
Cl 一 CI， B= PCA), 

$ £22; = 00, Be Eg co, HQ4. 12 P4 SA GP. AEDA PORANME 
Ez Co, Er oo, 

Bi een B, Merl. Die 
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Za= 9e z; 0dGICCO/fiXGOD GD, 
i=l . 


大 引 理 3.1 Ai 
E,Z, = Ez, * Er, 


"FS T fes delli EZ 的 大 小 ， 仍 记 
` an AXo / TEAOG- 
E,Z, = In 1 sd 已 ,二 In ,dP, 


id=} id= 2} 


= hI | la 1; P,(Go]d 21) 


id= i} 


-ü-82 In A;!P4,(do|d 22) 


TEE 


hn | Ay P (duld - 1) 


idal} 


-(1-pla Az Padod 29), 
id'-2) ` 
这 一 步 利 用 了 Jensen 不 等 式 〈 因 为 Inx E A R. MAAD, 
DEBRA, XE fL ACE. GILACO, XE UI n2 
A[|iir2nj€ o CX,,*.,X40). 有 


PA) = | idPu (4.13) 


P,.CA) = | jap. (4.14) 
JG 14) 8 ` 
apaP,=P,(d=1)=1-8, 


id-1) 
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| ZaodP= Puz9)-a0, 


y 
eco 


UA 
EZ. nl -a YRD dop lna l -Ay 
从 而 
Ej zo Pan OY 780 6 OO 7 Bolcar- 80/20 ， 
Ey 
78] Hi (tt ei s X e e 


ea, 8) 2 BIn(Cf/1—25 4 CI - Bylacti - £»/a) 
Tap ZRA Race ecl MD. MEn Bc. di 
cd.12) 成 立 。 同 理 可 证 44.11) 威 立 。 证 毕 - 

SEDA o.B(o BD. rp SA, DERAH Da E SE 
别 是 sA, WMA A.— AÀGK DB. MAE 4.4 HEX. XHENET 
ERE A-(0,D. DE acosa BODSB. MAH Er" 
(= 1,2) (因为 这 时 (4.9), 《4.10) 是 精确 的 等 式 )、 

这 宕 明 SCA,B) 有 一 种 最 优 性 ， 它 的 平均 样本 量 最 小 ,不 过 ， 
这 里 的 证 明 方 法 用 到 了 很 强 的 假定 ，%.* - AB. HX it 有 这 
个 假定 ， 结论 仍然 成 立 ，Wald 和 Wolfowicz(1048) & JE TIE DA T 3X 
-点 。 这 是 现代 理论 统计 中 最 深刻 的 绪论 之 一 ， 但 其 证 明 粗 当 烦 
X. E ,LehmannC1959) 和 T.S,Ferguson( 1067) 的 书 中 都 有 论 
述 ， 我 们 要 在 37 中 利用 Lordenci9802f5 Jj 15 26 H1 SPRT 的 最 优 
TER PER ni 58 xir ur BR. 

以 上 讨论 假设 检验 时 ， 假定 总 体 的 真正 的 分 布 密度 是 fio 
或 (x)。 存 实际 问题 里 ， 很 可 能 真正 的 分 布 密 度 茎 不 是 f(x)》， 
也 不 是 Fa GO ,而 是 fotx)。 此 时 如 合算 SCA, BO HERE A: 
的 概率 及 平均 样本 量 Eor* ie? 这 个 问题 可 以 提成 下 列 一 般 形式 ; 
BX e E,Z, Poca) LAR Moa Ah 
列 ，XX, 的 分 布 密度 是 aD CT Ao ARME, IX HL oÈ 
Dude. SUNT TUA. 


04- 


我 们 恒 设 '2c07 B3, fO,005 FOxs,0/0 jS IRIS. BI 
BÍx, f(x,0 ) Sc f(x ,8) 1270. 
HiH, 是 «0-9,"7 CHB /(x,00 E X BREMS WEE), R 
设 H, Æ 50-0," . ATERRAR 
H «—-H, 
《这 表示 待 检验 的 假设 是 EM, HRE Ho. 我 们 使 用 检验 
法 SC(4,8)， 其 停止 法 则 是 


rT* 一 infin, nl, An E CA, B) j, 


x jn 
à [IA / IAD, nl. 


任意 给 定 9E 6， 我 们 来 计算 两 个 重要 的 LO, Est, 这 
里 L(ASP, dis 及) 叫做 检验 的 施行 (操作 ) 特 性 函数 ， Eor* 


= | rdp, 是 真正 密度 为 OC ,由 时 的 平均 样本 量 。 记 
Zi z= InCf X ; „BTX aB) C1), 
Za = 5 ml. 


WiCZ,,nz-DdÉCO, F ,Ps) 上 的 随机 游 动 。 从 本 章 83 立即 得 到 
”下 列 结果 : 
设 有 ht9) 志 0 E EO al, MA FI b: 
Bh:8:— 1] a 
1) Lo» pai Anm? 
2) XP E,z,0, JA 


E. L(g)ln Ar «1 -Lo InB 
aT =. ` 3 
Es 


3) # E,z,-0, Eziago, MA 
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Eit Lco) da A? « Q1. - LG) Qn B)? 
, x 
E,zi 


作为 本 节 的 末尾 ， 我 们 及 证 明 - “个 重要 的 不 等 式 ， 是 Ho- 
effdingt1960) 得 到 的 。 i 

EX, Xa RO, n ,Py)(i=0,1,2) 上 的 相互 独立 同 分 布 
的 随机 变量 列 ，X 在 Pi 下 的 密度 是 六 GO CXF 3k 0 有 BR 的 测 
HE, i=0,1,2, Bu H, Æ : fim 1! 的 真正 分 布 密度 (= 
0,1,2). 考虑 检验 问题 ， 

H H, 
M A-0G,4DAE E CR UE E, r 是 停 时 ，4d 取 村 1 或 2， 
“d= 1” 表示 接受 假设 刁 ,，“*4d = 2” 表示 接 受 H, (nig 
a=Pi(td=2), B= Ptd=1), 


定理 4.5CHoeffding) dba, X AOE: 


i Ía Co - f 
1 二 = s 
| ( nes) foCOB(dx)«cc (i21,25 


则 . 
Es) -e In (a 23i -Eh da 


这 里 
C = max(C,,C,) 


C, - [ems GIF (-71,9, - 


r= f FInCfíGO/f,00) -Ct Cf Od 17:0, 


证 明 不 妨 没 a+ 8 过 1 且 Poo ( 罕 则 ，(4.15) 是 显然 成 
立 的 )。 此 时 r> $ | 
zP = lf CX) 0,5] 
O mE af AX AX SL 2D, 
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fin ^TI/. CX j ) nl), 


ji 
bii 
fin/fon=exp[ -X agt- nC, 
于 是 mE 
atf | dP,« | aP, 
iata: fa= 11 
= | Eaha | carpopdP 
(ds TED 
>f mincf e/o fas /fo dp, 
>f exp 一 max (Xu. Sy ) -rÊ ja 
Ma fa 
exp| - Bomax (Sia Ze) CEs ). 
但 是 ME 


T T T T 27 T 
2max( zl . nap )= 2 LN + PU 4]. 220 一 LEE 
f ; ; : i | 5 i |! 
i ji . 


s(2je)- Ez Ey =0 Go 1,2, 


j=! 


E, DP- Sepi ER p-ap) ) 


‘jal j=l 了 = 1 


于 是 


- 1 ^ 
a+ Bzsexpl - ; (E? -CE IE 


从 而 
lnt 用 六- HE- CE, 
即 有 
Est te DD + C-n (a +8) 20, 
Mim 


[eot (5) dme. 


BIITH (4.10 SES. WES, 


$85 两 个 重要 例子 


前 面 介 绍 f SPRT 的 定 交 并 讨论 了 它 的 基本 和 蛙 性 ， 本 节 就 由 
PIDE S2 HBRHADEA I LES A yo JEt SPRT 的 
好 处 作 些 具体 说 明 。 

(o) APETA. 

活用 例 2.1 的 记号 设 和 "是 相互 独立 同 分 布 的 观察 
VEU. X, WIE RIL, X.ü92rd RECKCT VE RCM EO E 

fix,p -p*(u-p)'U* (x-0,1, ZPD, 
RH; 是 “papi” (O-1,2, p,-pD. + T REUS IR. 
Fi ,«—-H,, 
我 们 采用 检验 法 SOLD. A $2 中 的 讨论 知道 ， 它 的 停 时 


TY 和 
其 中 


A =en td, — R,—-enead,, 


cd od HEARS SERHS, SR, WHH, iE 
计算 E, RLSP, GEF H), RE Ps 去 示 真 正 密 度 是 
JG piod SRM E. Ep 表示 相应 的 数学 期 望 符号 ， 

9 


由 于 
z Xiln(p,/pn) *(1- X pln (1525/0 —2)1, 


从 而 
Egz,-p In(p,/5) + CL -Pn (1-0 /C€1- P0: 
hz, L + r2 Pa 
Epa (= Pay +o(22). 
注意 


Pozi > 0) Pp X, 1) s p>0, 
Pol 0 Fp AX =0)=1- 170, 


ASIR 3.8 知 有 有 = h(0 20 满足 E,ch*i - 1, Bp 


hip) hi P} 
a -»(17 Pa) «s (52) =L (.D 
Pi Pa 
于 是 
d BPL] 
LOD gy ARE (5.2) 


S E, pii opi L0, ji 
1 


EU Loin A+ (1 -Len B - 
r ' 
, paže + (E- plat 7 TP 


B, 


(5.3) 


# E.zQ-0, Epse, NM 
Ep- po P» (5.4) 
n? + L- P(n IY 
VA EXEAT. Dun 
Pi= 0.05, P. 0.10. = 月 =0.05， 
对 于 检验 问题 


p-p,«—p-p, 


99 


i-a 
1 
A=, B=19, 
. 19 19 
经 过 计算 知道 
R,—-0.72n - 3.94, AQ. 20,720 — 3,04, 
19^ -1 
L I 
P) 19* — (1957** 


可 算出 | 
E, $51" 2-150, Ey or* 128, 


由 此 看 出 ，SPRT 的 平均 样本 最 是 相当 大 的 ， 然而 可 以 验证 
它 比 古典 的 固定 样本 最 的 检验 法 要 好 。 记 
Hg 1 CEg ast * E Eg qt") ]44, 
人 切 令 wx= 有 =0.05。 我 们 来 计算 一 下 ， 为 了 达到 同样 的 c,8， 固 定 
样本 量 方法 的 样本 蛙 要 多 大 二 行 ， 这 时 样本 量 骨 定 很 太 ， 可 用 极 
限定 理 来 估 慎 ,在 p= m 70.05 HREF Sa = 3)X; 近 似 服 从 
N«0.05n, 0.04797), 1E p - 2: 0.10 Bj d& PEF, Sn 近似 服从 
N«0.10n,0.00:», $5 à WE 
Pa 人 sa 2a)- 0.05, Pos ea) = p.05, 


显然 4 和 nn ATARE 
100 


(A-0.050v^n 
v/0.0475 


由 此 知 


(À -0.10) v^n 


= 1.65, 一 = -1.65, 
? v0.08 


n-— 292, A-——0.072, An-2L, 


He S.,2221 时 拒绝 五:，p= pl S, al 时 接受 H, 这 时 两 类 
错误 的 概率 都 是 0.05， 但 样本 量 却 是 SPRT 的 平均 样 本 dE 的 二 
f&. 

(20 正六 分 市 情形 。 

语 用 例 2.2 的 记 导 。 设 X,,0X,,-3E(0,.7 ,Po 上 相互 独立 
同 分 布 的 观察 序列 ,Xi~AN(e,i)， 这 里 6E(-ccycc)， 给 定 
81965, fH, 是 «gg, (f= 1,2), 对 于 检验 问题 ; 

0= 0,*—6 7-6, | 

用 检验 法 S(4,5) .我 们 来 计算 LO = PLOESEIBUEH Df Eh, 
这 里 - . 


7 int[n, nml, Sae (anto, $5 0n e d)]. 


其 中 


e= (0n A)/(02-80, — de (In B)/(0,—6). 
注意 
、 z, lif fO€,,6 /f CC, ,61)], 
这 里 
| LA exo leo pl 
PT ^, 
zi G7 60X, eL E - 6D. 
经 过 计算 知道 


Epei = f. eh f(x ,8)dx 
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一 exp[. coa - 0,0720 十 h (0, 一 站 = C0, * 0.3 | I, 


a haky = CLT Ie Puy, 
9,— a 


2 
五 Wehzl =], 
E [n 8, toe 
MESS 4.5 At, HE ^w 9 ^? ku 
Bh9)—1 
LG) gas Aee 
8,48 gs | 
当 昌 8 玉芝 2 时 ， 利 用 连续 性 9 知 
Be] lng 


AOD lim gu ao n o nA" 


EO, EszinQ, d 


Ln A+ Q -LiaB (5.5) 
(0, 8)84- iG ~ 08) | 


LEN 
Et" = 


QU XS AE) Lo -Pp 《接受 如 ,》 在 和 = 时 是 连续 的 。 实际 上 ， 


L(8)-7 Pg (Zra glnA) 


8-9, l x 
= | oxp [28s Zra Leto) eh roo | dou, 


BoA: 
只 要 AED Eg CAT eo, BAA EEA i ars 2S 
lim Lgj- Pg (Zra ElnAy= Ly). 
EET IES 9 
其 一 方面 ， 
1- Lid)= e fe- Pi gyep lrg ra a 
XP |g, 2g 0t t7 (06 0O +h tde 的 JPeo， 
:2 8 nB; ' : 
TUI ug rip uM] lim l1-LOO)-Pg (rt lnB) -1- LC9,). 
站 中 
I 


ik 就 证 明了 


EUNA 0, HE S. 
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M g= Cat Psp, 


E,z 20,  E,e0-0,-005— 
E,Zi«—L(0)(n Ay* - (1- LO) (ln B)? = - (dn An B, 
TE 


m aw 
KA. pol P, AGDTAHA 
- - p) - BM 
E, eu ERO m EOS DIOS DAD. quay 
3 € T H)? 
E, c 一 end - a) + aln(C1— Bey - (5.5 
73 (0, ê)? 


下 面 我 们 比较 SPRT 和 固定 样本 量 检 验 法 ， 以 显示 前 者 在 节 
约 样本 量 方面 的 好 处 。 | 
根据 Neyman-Pearson 理论 ， 最 优 的 国定 样本 量 检验 是 这 样 


Bj. xc DX >e HEM H 050s M Xe KE HE 
Z H, KEM aH e 应 这 样 选取 ， 使 得 对 于 给 定 的 0,8 满足 : 


P.QXmO-s  PQOUO f. (5.9) 


ERIH, P XN (et) (1=1,2). id k, 29 NOO, D 
分 布 的 1 -A4 PRO LASD,. Hl 
"I0 Q4:..l 

NEZ dx 4. 


"i 了 
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G.D 


Co n= ka,  (t-0) v/n = kp, 
FE 


MG -k DU = ee 


n- > 
X8, 一 $05 — 


取 4-.2 ， B-l-£, 则 ScA,8) 的 两 类 错误 的 概率 近似 地 


l-a 


SET 0,8. fyiav* 为 SC(4,B) 之 停 时 ， 令 


4, 2l. E, n (21,2). 


M5 G5 82d 
aln i — 2 + — 1n -A— ， 
Bn — 9-. - 2 a aaao aoa 1-u 
! (ka — k, 407 , 
(.- fla + gin T 
HQ PENA * 


对 于 常用 的 几 个 49,8, 5.1 和 表 5. 2 列 出 了 1004, 010045 
的 值 ， 


. 335.1 100#,; 
j M tr 

B —— 

0.01 9.03 i 0,085 0.10 

0.01 41.5 48.8 — i 52.5 EN 

9.03 38.4 46.2 | — 506 55.7 

0.05 | — $6.8 a | 49 55.2 

` 0.10 | $8.1 41.4 | 46.4 53 -7 了 
人 


35.2. 1004, 


| g 


BEEN 1 u E l — 0.05 . 9.10 
9,01 41.5 38:4 | 36.6 33,1 
(€ O asa |o dtl qoa | a4 
9.05 PTS | 50.5 1! ^ 42 ^ 4&4 
010 | ^ 594 —— 88.T i 46.2 | 53.7 ， 


从 这 两 张 表 可 以 看 出 ，SPRT 所 需要 的 平均 样本 量 比 国定 样 
本 量 的 最 优 检验 的 样本 量 要 小 得 多 ， 使 用 前 者 平均 可 节省 样本 量 
一 六 左 有 ， 

例 5.1 E X,—N(Q(,D,H,. 020,H,, 071,42 p=0.01, 


| 1 
Eaz, = To? Es, 


0.991n(00» ^7! € 0.011n99 


Ept” anA TID AE, i Medii: =9, 
-1 
pe LOTH a 
E 
ERMA AEREA ENEI RA 则 应 取 二 《Ko 6 一 Ko ge)?， 


x b den 
Kga = 2.33, koar = 一 2.33， 
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-F ik n--22, 
可 见 SPRT AG PR EE EET ROO ECC EUR 2 PF 
本 量 的 4196. 


$6 SPRT 的 特征 量 的 精细 估计 


刻画 :SPRT 的 特 性 的 重 是 ， 施 行 特性 苦 数 ( 即 接受 堆 假 设 的 
BE 率 ) 与 平均 样本 量 ， 对 这 两 个 量 我 们 都 给 出 了 近似 公式 .读者 
”可 能 很 不 满足 ， 这 些 近 似 公式 的 误 关 有 多 大 ? 能 否 给 出 一 些 不 等 
式 ， 说 明 这 两 个 特征 量 准确 地 在 什么 范围 内 ? 本 节 正 是 回答 这 样 
的 问题 。 我 们 先 对 随机 游 动 进行 精细 的 研究 ， 找 出 若 上 有 用 的 不 
等 式 ， 然 后 用 到 统计 问题 上 去 ， 对 贝 努 里 分 布 和 正 态 分 布 的 情形 
”我 们 给 出 了 计算 结果 ， 

iterari CO, ,PY 上 独立 间 分 布 的 随机 变量 列 ，z, 的 分 
布 消 数 是 FOOD, Pon 20)«1, Z.- Biz, (nD, -oax 


1 


uab., $ 


:cinfín, n=l, Za € {a,b}, 


ike r ELL cU. DEES. MTR, 
我 们 最 美 心 琴 个 量 ，L 全 PC(Z i 所 40) 及 Et。 本 节 给 出 这 两 个 
量 的 精细 估计 。 
定理 6.1 iA h0 满足 
| Eeh*a zii eh*dPF(z)-], 
则 有 下 列 不 等 式 ， 
ehb am] Geht — 1 


mq - e p eren 4 — 
O ehh D gena L Gend gna (hc, 


]-s*5 s 1 — petb » 
Do Xxx pib Ll ib Cen, 


其 中 


č eh*g F(z) 
n= inf sa- o (6.1) 
£21 dF(z) ` 
ah E. gl 
p ehzdFiz) 
和 = sup — (6.2) 
ETE dPF(z) 
ehzsn-! 


为 了 证 明 这 个 定理 ， 先 证 两 个 引 理 。 

引 理 6.1 ERE ELITR UV O OH BE. f(x,10 3E Borel 可 测 
Ie, EeQU,VOD fpdE, MRR Ae: 

Eie(QU,V)|UY-[Ew(x,VOja.o,. —. (8.35 

证 明 ig A,B AR Bore) E, Tasia 是 4,8 之 示 性 函数 。 当 
FX 2 I,G0IgGOUE, E 计算 知 (6.0) 成 立 。 AAWE H 
8 EE HIE RR CIEGO XE pe Hh 3509650 BP TS 9| BE 4) 知 ， 对 一 般 的 
Borel aPN AR 6(x,12, (86.3040 3k SERO. WESS, 

5]1286.2 i ecx) Borel n Bl, Ec«Z.)— —co, ME FAT 
FA: 


| e(Z.)dPIAPCE,sa), (6.4) 
tZ ua) 
pCZ I dP P(Z Ea), (6.5) 
Zst: 
CZ OdPszuPQZ, mb), (6,6) 
fz .bl 


OD ARETES R GL EDES CHRON 6. ERTAN LAA), tit 
分 式 的 分 母 等 于 0 的 套数 不 包 桥 在 内 、 
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PCZ OdPzn*P(Z, mb, (8.7) 
《> 


xXx AA A*t 的 定义 如 下 ， 


pia +y tt2)dF (a) 


A= inf IE Uc o0 (86.8) 
Y€(6sb -u) f dF (z) 
立定 一 了 


a 


pia +y +a)dF (2) 


A* 一 sup Z-Y ——————- EN (6.0) 
* (Usb - a) dF(z) 


Eux-y 
| $(b —7 rz)dF(z) 


Bc sap ^ ERE M (6.102 
Yysiorb-a) f arco 


£2 


f pib -y c2z)dF(z) 


u*= inf nd oom . C6.11) 
y£0:b-a) Í dF cz) 
E&zY 
证 明 
?(Z ,)dP 
Gta) 


k-1 
-[ II as Zo) e Fesa- a) Gu) 


i=l 
. Plk- uDLII 
k-1 
- Let Tra,p) CZ Pena Gu 
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TAS (Ziet, Zt]aP 


k-1 
=Í [TJ han co | Puy + E) 
9-1 


zu. | 


AFE) lu, dP 


= 


k-1 


=| II an CD 


i=1 


^ 


a Pla tZ ,—ac z)dP(z)dP 


gx-(RB, Tit 


k-1 
>f [Ies €24 | dF(z)dP, 
917i z 


Z- iEn 


在 上 面 的 推理 中 若 取 ros, Mia 


k-1 . 

f dP -| [Tran (22 | dF(z)dP, 
G 

Gh e eue 


于 是 对 任意 的 ?， 有 
pCZ IAP EA aP, 
GLO (Ea) 
此 式 两 边 对 无 求 和 就 得 到 了 (6.4) ， 
“可 用 类 似 方法 证 明 (6.5),(6.6),(6.7) 成 立 , 证 毕 . 
.定理 6,1 的 证 明 ”我 们 考虑 二 0 的 情形 。 令 Go e^t, M 
(6 .4) 和 {6.6) 知 


f e^Zid PzRAPCZ, eco), 


{Zr 


enzrdPecnp(Z, >b), 
iza b: 
这 里 
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A- inf [oem | edF (2) / | aFtz) | 


Y&tüsb- d] 
Eu-y £Zx-y 


zaehtg (n yE., 


yliosben) 


k= sup [eren | enzdF es)/ | errdF Cs) | 
6.» 


7 aF 


ehb ag C6 Zu X 0,06.2)2, 


ehZsdPzseh'gP(Z. a), 


PLI 


ehZ-dPazehbaP(Z, zb), 
.mb: 
利用 序 贯 分 析 的 基本 恒等式 知 
] = Eere eren P(Z, a) + ere PZ, Eb) 
= ehanL pehb(] — LY, 


ERE 
Lzd(ehb1»/(eh? —neh?5. 
3—3/8, | 
12Esh?.xceh"P(QZ.xla) eehbg8PQ(Z.mb 
-ehsp rehtact -L), 
于 是 


Lzx;(geh^ - 1)/(5e*t — eh*), 


这 就 证 明了 定理 6.1 的 加 成 立 。 怨 的 证 明 是 完 侈 类 似 的 
证 毕 。 | 
为 了 得 到 Er 的 估计 式 ， 需 要 估计 EZ. 及 上 23. 
定理 86.2 
EZ >La te) + d- Eh, 
EZ,zLa-c(p-L5)(05-£), 
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SABE. 


(6.12) 
. (6.13) 


五 尼 和 一 区 2 (3.14 
EZ:x;L(a! e0f'avc £0 (i - Lo)? e 925 e £2, 
(6.15) 


X 
| C2 AF 2) H | dF(z) | 


Ey (00 E 


g’ =inf| | (zb y)dP(z) H | ræ j, 


sep 字 


n 5 
ctm l -y aF | aF) f, 


zy 


Yi gu pl [ Cz +F 7 | FG) |, 
y i, E ior EH 


证 明 名 ?CGO 9x, ODK Aai, TE 
(20 BZ.(QEU)P( a) BPO Ib) 
z2(ac£))Lb0 - L), 


iX MEHEB] T (6.120 p xr. 用 类 似 方 法 可 证 明 C6.13) 成 立 。 取 0x) 
=x", M (c8,00A8 . 
atala + at! RE, BEIDT + Ab 7, 
于 是 
ZidPzL(a 92af! t£), 
IZ ud 
ZAP- L). (b + ob «£5, 
Z.cbh ， 
这 艇 征明 (6.15) 成 立 。 由 于 ecoa, HRA GLORE ,证 毕 ， 
当 Bzis0 Hb, ErcuL- EZ. , Ñ Eza0, Ez?<o 时 ， 
1 
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Er = 成 了 623. 利用 定理 6.2 可 得 到 Er 的 准确 范围 .在 实际 使 用 时 ， 
于 由 努 里 分 布 和 正 态 分 布 的 和 情形， 这 几 个 量 可 以 算出 来 ， 而 且 得 
到 的 表 近 式 授 为 简单 。 
《1》 FEDEAK. 
38H 8 5 HAIS, dX. 服从 贝 努 里 分 布 ,参数 PE (0:1)， 
给 定 pi 一 pas， 考虑 检验 问题 ， 
Hy: p= peH, P= Pa 


为 了 估计 工 =LCp) 及 Epor， 可 用 定理 6.1 及 6.2， 共 中 
LoL(go-P,GEX H), E= Ep, Ba s 1- p,G 7 1,9), 经 过 不 
复杂 的 计算 可 得 下 列 结果 : 


Rh 
g- Ay, ác (Ey (0, 


Bd: hA EA: 


Pa hUP B By. 
(Y^ «a- (ry 


CUPS DLE LM - 
iH $5 中 的 记号 ,， 设 天 ,~ D, ZEEE). 
给 定 061—060, NEGERI. 
Ha =H, 0-0. 
»TüL- LR E, r,n]HizEBR6.10$ 8.2. b EE LCD = 了 
GZH), EE. 经 过 相当 复杂 的 计算 ， 可 得 下 列 重 要 . 
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EUR. 


gl, EOD 
| 8 GAY 
re 
"ELEC 
* sujt- gen f 
其 中 | 
| FL G a. , 
POO = ore 3, GO» | rods, 
! "3 + " p 
TIE A-zÀt, u= fa G e 


$7 SPRT 的 最 优 性 


本 节 要 给 出 SPRT 的 最 优 性 的 严格 而 完全 的 证 明 ， 还 要 证 
有 明 ， 在 -… 定 意义 下 不 存在 与 SPRT 同样 好 的 其 它 检验 .在 证 明 最 
优 性 上 时， 我 们 使 用 Lorden C1980) 的 方法 ， 和 将 问 题 变 成 可 用 最 优 
停止 理论 处 理 的 形式 ， 
COD 一 个 辅助 问题 . 
-BX Xs nn E, FGP) {1=0,1;2) 上 的 相 王 独 耻 同 分 布 
的 随机 谈 量 (随机 元 ? 列 ， 尖 1 Nx (E oT SU mE... XA TE 
P, 下 的 分 布 密 订 是 /.COCECF cS NN E. HOS 
万 (是 不 同 的 ， 即 
| ` HiX, Faal) 10, 


OO EHRLEPENMFAS E: Er - nois MY' COS AS 


. Gita) ; EM u 
XE BH Cy E E A 
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iu HQ «f.oodE X. f ap g TRE” 0—0.01,2. 
*bTgRSEDgEDH, Os RAJEH eii, Hc Pep. OX 
CQ. o0.0 EM EH 1,22 f oT MEAE LXX HE OQ. -icoo n F r 
EX RS. “d= P 表示 接受 假设 H, 6d-90" 表示 接受 并 ,。 

记 

a=Pi(td=2, f=P(d=1), 

我 们 的 辅助 问题 是 : 对 于 给 定 的 u0, r0, ARAG.) 
使 For -aa+p6 RBRUM OX BE, 表示 关于 Pi 的 数学 期 户 ， 

我 们 和 将 这 个 问题 化 为 最 优 倍 止 问题 ， 


令 


n 
=f]; X 050,12; nD, 


fi,—1l, 
Un Ufaa O0, 
Va SYfini fi 0). 
EX ROC. BEN € 
"ERE "clo HU SV, 
-| 2, M eco HU, <V, 
AP ERES HERE D. & 
r={ t, AH rszeo H fo 0, 
2c, 否则 ， 
| l, Mp Toc HU; Va 
(42, Brao HUIcV.I. 
BC, d») E ENN, 
Polt RP reos,/,,20)0-0, 
故 ET = P. 
AAP =p = PU zo,U LV) 


1]á 


PITT eo a) 


类 似 地 
BePQdoi)-PGe.UIRVD 


zDP.reloo.U mV) 


SEN KO 


oe. 
于 是 
ud vfu | mincU, , V ydP, 
Bp iie 


ua + | min(U Pd。 
从 而 


EP +ua xov ESt c ua cuf, 


RAR, Aih Afk mM pge HE rd dE Eur tua teg KE a 


JA. SA. FTO. D EFM, dj 
ua 十 孔明 = | minili, V ,3dP,, 


Tue; 


ABRE A: FR T, SEP EQ + minqU,.V DOSE 


小 值 。 


* 


IEAI E Sem Bee Rue T REEL us 
Za = nr 4) (Tz, 
Fo= EO Fa TX (ID. 
MB Oa Fan EU ECR, Z Po EID i T SE.. 
实际 上 ， 


n-i Xa) ^ fX nd? 
从 引 理 6.1 4n 
Pal Un, Va) E AxBi X,-.X. 1) 
HIA eV fC YN 
=P s EDLP I 
((5 9o e) 
O€AxXB): (a.8. P.) 
$5584 att Va, 


—-PSWQU.QVASC AX B U, ,,V4 s) (a.s. P. 
页 人 ss ,zs 六 0 是 齐 次 马 氏 链 ， 共 转移 国 数 十 


npo pf OD LXD 
PCS, D,H») = Py (six y gx 5)€ Hj. 
| HH d] Ede Jj RE. CROXE UR dbi 当 万 是 二 维 Borel dE dj, 
PSU HE St 的 ag Borel 图 B. HE (UKo) zur), 
Br EA QUR V nz 0 AE M COH IDIBR IZ BSEC RE, IUBE RH TS (BIA 
Z-i(,0; sm0,00), 
4 | 
gí(z)-g(s,2£) = - min(s,0, 
Yn = GCTn) —n. 
Velu, t) = sup Ey. Cc At BERI. FED, 
Tox di 
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V Cu, u) = sup EoY r, 
TE 


Ru, 0) sinf Elt À min(U,,V,)], 
T0 


R u,v) =inf Er + min(U ,,V Oh 
Til 


当然 
Ralu, v) =- Volu, v) , 


R (u,v) = -Viu o), 
Ro(u,v) = min(u,v, R (u,v)5, 


从 第 一 章 定理 8， 4 天， 为 了 停 时 t+ 是 最 优 的 ， BARAN 切 


nz-0, 
RU TY i minlin, Va), Mir-m, (.D 
DUST RUSO), 当 rn, 


这 里 “相等 ” 充 许 例外 集 是 零 概率 的 (基于 .Po)。 特 别 
- cZinf(n; nz»0, R Un, Vrs) = mintLrny Vs))} 
是 最 优 售 时。 显然 
o —inf(n, nzs0,U KR U nVa ) S Va KR Un, Vn ) 
BS EET 


{uD ux, UO, uscR (Qu, v2) 
及 


(Cu, UD; uze0,vZRO,UxLR.Qu v) 
的 特性 进行 研究 ， f 
ik e0, v0, $ 
U ainf{u, u20, R (u,v) -u =0}, 
V (i) &inf(v, vLEQ,R (uv) — v= 0}. 
定理 7.] OD OE EE fL v0, U GO RE ERE 
PDR (uv) -u 
的 唯一 零点 ， 了 且 
sgnCR,(u,v) iw» = sgn(U (v) ~ 1), (7.2) 
JXH sgn x EITS ERE L7 0 hf, sgn x 2 1; x0 .sgnx--1; 


ii? 


sen(ü = (., 
(0) 放任 全 ulm0. VODAH 


PEDR (u,v) -0r 
ByME— ^E E. UH 
SI (u.v) —i) 2sgn(V (Cu) =u), (7.3) 
C632 UEC VOORE TA TAAI E E U e ze. 
证 明 
pu) = inf Eor rufa- 1) t vf. tn 的 是 检验 话 且 了 六 1 
JE EERE H PAA” EEA aA A 匡 数 
一 定 连 线 ， 上 CO AEYESEDII AA, T PR 0000 251, IR r=, d=, 
W[c-0. 8-1, FE 
PCu)) utr, 
Wk + 充分 大 时 FD 过 0。 所 以 有 出 于 0 满足 (460) 20. mpF OO 
起 四 函数 ， 零 点 只 有 一 个 ，to= UCAC. DRI 
H RIER Leo AF e 均 是 非 仙 的 。 注意 
TCD 
- A (Qn vs ad-eoz CE. Ht, 
iT. d) 
ZECG DRERI R, TL, o, A AGB Ru ry Jc OS 
概率 。 直 接 验 证 知 i 
fCu,U, u(]-a)sz Ew tefi 
Aude. k, 


ins), ux;iU (v); 
EU. 我 们 说 由 此 可 推 A ECOS M Xe. ER b. AE 
Tiig OZAL, 内 为 
QU CHI DE CHD: ux;U (Quo (i2 1,20, . 
AQUQo Dv (1-7 YU CPO 02€ [Oi D. uzzU cry}, 
所 以 
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AUG cO E (S): Er HELSA), 
XAM U CO denn pad, 
任意 给 定 aoire Ru Ep, DS 
Gig P) € Qn D uw QU), 
ACT RRE DGE, HaC — a) Ear +t, Mm 
Hn oa Eor TH, 
(Ra P) E tH UGD, 
Jii U Ce mus UG. iEdE WI UCOJURaRI. KRH IER 
当然 连续 。 
[E] PR BE UE YE V Coin & agi Pi ie. 证 毕 ， 


定理 7.2 (1) yf mbano, UCOR T RR 的 ， 当 
IMS "E "dacoB, VC) RA SUM. 


D s r, il^ du.0 M. fw 0MR. 
sgn(U (ii) - w) -sgn(m,-iu), (7.42 
sgn(V (w) - w) Ssgn(we, ~ tw), (7.5) 
(3) À fs - f, (ae. ouf, f I ?dpc 时 ,CC 是 严格 
w ER E HL lim Ue) = ze, 


(4) M fos fiae) H, | m dmca nh VOOR JE 
FR C EL Tim V (u) = zc, 


WEB) Jub. ir, In Adj, JR UL Tr IER Co dl 
足 : . 
Del, Ego, acl, f-0. 
实际 上 ， 取 
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r= ml nil, Yn X: ) E 


fpi p d—2 CBE HO. ”从 强 大 数 律 /Gr ol, 
M8 - 0. gere . Rial. HIR ERE. 
dja-i,. WP Ta) =], TA 


e (Edd | )-s(e (Lt ax] Axa )) 
-e(TI Aoc Toc )- " 


= P(t od) - 1220, 
这 个 矛盾 就 证 明子 1 


Ausg hEr bs preso. 


RC. VE Ept + ua-u, 


BC DAMU, MUCOSA. ARFER JI cn DLUEDT , 2 


IE n? ds 


brevooedqum. 
HERIO, BAN 


Í 


fr In^ da: 0, 


ACDOAXUCOR4 THICEV COT. ANIIWEUCOEROHVCORER 
PEETRE. ew 充分 大 时 C0) -wo iiU -0 
120: 


0. Pi Feoi 
E Gw) -A= Ü, 
H PUCO EMAR, XE FUE ELT DR 
MELD, CT AICT O 'EHEHE INET. DIE, 
BEEG. 首先 指出 ，“ 瑟 证 明了 CCD 是 无 界 的 ， 则 
limt) - € a PLU CO Ak FEM RAS. eS 二， 因为 二 6) 是 不 碱 的 ， 
lim = 
m ÉDFUCOA ind a ece A ULC — 0. Auf C» 
Euo dE. ix COO MERMANS. UCORE 
LA PHRI UCO X B8. VEUCOR4 R, Bp 
L0, WJRUCOTL (HS0. Mee, sE ). 
令 
DC-ilC.d0). (Cod) AERE IRD. 
Tri= (rd), (uade rb 8e 
F-i(QG.d). (1,4) E T Ha] - à, l6, 
ME G,dcrBazi-ó. pris), 
RAUC ZSE M 
inf UOD HD0. 


. Trogus 
于 起 有 
inf (CETr+tup+ia- DOZO. (7.6) 


Dr.de 
ipx y m= minx, y, z), BEAR 
inf (Er +Y c LCa— 1)) 


*fr.d)cFP 
zm inf (ET +B +E- 1) inf (E, eif Léa 1015) 
Ted] Fed iFa 
iuf (ET +r- Lia- 1)) 
DELSE 
aA tres L)’ inf 《Bi 一 了 l . 
ifed! " à 


1- 
这 里 =, = DE .OeHDTESsSSZ20.B8-—6, ILE 60 E. 
1 1 
有 


inf Eq—3L. 


1 
Hem, tE -re L0. TE 
inf (E;jt^vB-L(Qx—12270, 


“TEL 

RFORP R., MUCOA . 

四 同样 的 方 活 可 证 明定 埋 7.2 的 结论 (4) wat. T.22 
部 证 毕 ， 

(2) SPRT 前 最 优 性 。 

浇 用 上 一 段 中 的 记号 ， | 

定理 7.5 o WEG D GI OREXET EUR GOARRE HD 
的 两 个 检验 法 ， 相 应 的 犯 两 类 错 壕 的 概率 分 别 是 44,2 A PR 
设 (T,4d) 是 与 SPRT (DUE, Hip. A 二 Bt0 之 4: 二 1 守 BB 
«.ASSB)M nz, di 


{r=nd=2) {> B } 
L4 ĦA 
irn de c (Ata } 
In 
2 
a»0c[A« teca h TD 
a . 1n 
di 
afz:u, Bx ! (C.8) 
PUDE) 


ESÜUmES,. EOG'ISE.t €7.03) 


ik 


我 们 来 证 明 (7.10}) 成 立 。 


而 且 知 果 (7.82 由 至少 有 一 个 是 严格 的 不 等 式 ， 则 (7.9) 中 都 是 严 
AD ER. | 

证 明 我 们 来 证 Er 法 E1r。 在 定理 7.1 和 ?7.2 中 到 P= Pi, 这 
时 - . 


D/a—u. Va 


METODA 


P; (c0) =1 (i=1,2). 
任意 给 定 检验 法 (?,2), 记 ,六 为 相应 的 两 类 错误 的 构 率 。 
我 们 指出 ， 存 在 4 二 0,:-=(0， 使 得 


Ftr+urtvd=infF (TT 4 ud 4 


v. 
了 从 (7.4) 和 (7.5) 知 


(0d 


《7 .10) 


LCW = Wa, VCW) = Wos 
O KUG) 


Wa i. 


从 定理 7.2 知 Yf.) 有 界 ( 因 为 P, = PO. ik 


lim VLU (I =0. 
weu i 
因此 用/ 汪 we， 使 得 


VIU) 4 


w B* 


H= Uw), F 


2 
=”, 
因为 

AvSVIUGG) = VQ), usUQn, 


Bu wo, 


ACE. AD FECT. DOS I 


ALZU u Be, GAY 
a Ul 
Jat 1 fa 
一 — ux. = nd 一 1 一 
d i e Aj D At V. L: 3 
{far -— - f EP M — 
‘d=2 一 LA B Jei Bo | Verlass 
L aLr ` [fs 
ErT+uirid= ETN | dP + f DELE 
. id-21 dd: 
= EQ min(U,,V,)), 
但 从 第 一 段 中 的 过 论 知 ，(7.10) 式 的 右 端 应 为 
inf E,(T +min(tU ;7 Vi, 
于 是 (7 .10) 与 下 式 等 价 : 
Elte min(U,,V,)) zinfE,CT + min(Uz,V;2 i. 
了 (7.12) 


为 了 证 明 (7.12) 成 立 , 只 须 验 证 停 时 nl B CT X. JACI. S0 
sgnKRiCzyi) — w) = sgn CAU — w), (7.13) 
AC.2251 


sgn( RCH, Ww u) -sgn(U (o0) -UCBv)2, Cr.142 
u= UW, t=B Ww, 
Hips, VazsBeh, RiGGeVuaieu. Mg 
min(u,V,, R,(U,V42) = min(u, Vp) s t4 
MV ALEF, RC. VOR Va. MAMI 


min(u,V4,R,(u,V4)) 2 min, V4) = Vas 
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MAS Vac Bv 时 ， 从 C7.13) 和 (7.140D) 知 ，，.. 


R, Va) Se， RAH Vr) D, 
从 而 u | 
minu, Vr, Ri OVa) = RH Va). 


DERU,—u, RO, v) = mincu, v, R C, t), FENIT 
RU a, V ZA Duos DVRmHBURV STORM 
R Un Va), M AVE Va Br 
但 是 从 :的 特性 知 : 
- (rz njcct[V. DBORV.: SAU, 
. Írn; CiAvz Vac Bv, Pe 
Sr EC.D. BEC. DEX, 从 而 (7， nr. 
BG 100581 | 


rx Tua! ceUB', : . 
既然 假设 a'a, «B, PEET Et ATIE Ext E. 
改 (7.9) 成 立 。 不 难 看 出 ， 只 要 (7.8) 中 至 少 有 一 个 严 格 的 不 竺 
式 ， 则 (7 .9 中 都 是 严格 的 不 等 式 。 定 理 7.3 全 部 证 毕 ， 

(3) 最 优 检验 的 唯一 性 ， | 0n 

定理 ? .3 告诉 我 们 ，SPRT 是 最 优 的 检验 法 ， 即 在 两 类 错误 概 
此 限定 为 op 的 所 有 检 验 中 (包括 一 切 序 贯 的 和 非 序 贯 的 在 内 )， 
SPRT( 如 果 存 在 的 话 ) 的 平均 样本 量 最 小 。 KAR: ETAR 
Hi SPRT 同样 的 好 ? 本 段 的 结论 是 ， 在 一 定 条 件 下 ， 不 存 
在 划 的 与 SPRT 同 样 好 的 检验 。 
”定理 ?7,4 VE XiXas 是 (Pi)G=1,27 上 的 相互 独立 
1127 A ROSE ULSS S CBRBLTCO AU, X. 在 Pi 下 的 密度 是 FIO) (X 
q Xo f$ RU RED, i=l, 2。 设 

的) o. (e ys s 
用 并; 表示 假设 9/00 XL 的 真正 密度 ">。 设 (rz 人) 是 检验 万 (对 
立 假 设 是 H:) 的 SPRT， 两 类 错误 概率 分 别 是 0,8. Ct DEE 
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一 满足 下 列 条 件 的 检验 医 : 
FEiz=Eir G=1,9, ĉ=0, 有 = 有 ， 
LEa, fa ME, DHR RRR, MATI: 
PCR r,d-d)-1 (021,2). 
uEBH ”沿用 定理 ?7.3 的 还 明 中 舶 记号 。 既 然 (rT,d) 是 SPRT， 
HAB, WEC, d) = S(A,B). Muo, WE: 
LUW D /w= A/B. 
4u-UQe).v-wB^'. Meum cu t NDA ER EXIBICO,. n, 
POERI Ga, F n n2200 REGEM. X HE 
ja — —-n- min(Ua Va), 
Fa =TCX 9X. amie Qj. 
我 们 指出 * 是 这 个 序列 的 最 小 最 优 停 时 。 为 此 ， 令 
Va — 6.supt E Yn) Fa) TERR ATEN) 
B.E xS an 


Ya = ~ Roln, Vnd nino, 
M St — SEE RS. 25n 
^ G-inf[ü, Yn = yny 


ERSO Zan SNR 最 小 最 优 HERE. FE 指出 0=T。 实际 
上 ， ' 
o= infin, RoCUn Vn) = minfa, Va) 


Ro(u ,U) = min(u,v, R,(u ,v)), 
o sinfin, Un SRU ns Vnd Vn ERU nVn)’ 
现在 Us 三 4,Vn = yn， 这 里 
"ESI hOGTE Oo. 
$*1 i=1 
从 (7.13) 及 (7.14) 知 | 
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c infin, UCBU) UV. RVA}, 
根据 定理 7 .2 的 第 (C3) 条，U CG*) 是 严格 增 饥 数 ， 改 
o=infin, V,.ZBvEVaOscAvI-dnfín, Le (A,B): 
这 表明 0 正好 是 3PRT S(4,B) 的 停 时 r。 所 以 z 是 最 小 最 优 停 时 . 
既然 


PICT< =l, Eb = Er Cc, 


而 P(r= 人 ft}=1。 同 理 可 证 B:(z=?)=1。 现 在 来 证 下 列 各 式 


P,(d22,4-1) 40, (7,15) 
pad 21,422) 20, (7.16) 
P,(do1,422) -0, (7.17) 
P,010 2 2,451) - 0. C7.18) 


注意 
. azp,id-2)-P,d2séz9)-P,(d22,dz1), 
à- P,(d-2)  P(d-od- 2) - P,(d - 2,4 1), 


Rió, A 


P,d-2,-1) - PXd - 2,4- 1), (7.19) 
In], ME- : - 
P,(d-1,022) s P,(4 22,4 - 1) (1.205 


不 难看 出 ， 
BP,d-2,0-21) - BP,(d 5 1,0 = 2) 
=p f LdP, BAP (d=1,4=2) 
l ideid 
= BAP,(d-2,0-1) 
* BA | Li'dPo AP(d= 2,4 =1). 
a 
但 是 ATB, i Petd =2,4= 17=0。 这 就 证 明了 (7.17) 成 下。 等 
由 (7 ,20) 知 (7.15) 也 成 立 ， 
35— Jr ns 
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PiCd=1d=2)= f L3‘ dPas 
Enid} 
于 是 从 (7.17) 推 知 (7.16) 成 立 ， 从 (7.19) 知 C7.18) 也 成 立 。 于 是 
Ptdxd)-0(i7 1,2)}。 定 理 ? ,4 证 毕 ， 


F Caos B5) = TA = (1,4): ACAD EA BHCAD fü, 


这 里 aC AAR BU 是 检验 甘 4 犯 第 一 类 、 第 二 类 错误 的 概率 。 
EN Fer (Cm,Bo)y 中 的 检验 法 了 = (?, 丰 是 最 优 的 ， 若 对 
FERTA = (0.4) € Cao B9) ,有 
E tE; G=1,2), 
从 定理 ? .4 不 难得 到 下 列 唯一 性 定理 ， 
定理 7.5 ”在 定理 7.4 的 假设 下 ， -车 有 SPRT4= 0, DRE 
atAY=00, CA = Bo, i 
则 这 个 A 便 是 .2 C. BU h E- RE (e E HA. 
证 明 从 定理 7.3 知 4 是 F (Oy POF Æ 的 检验 法 。 若 
4=( ,d) E (aV fO HH E REC EA, UU 
a(D ZECA) = to PDSEM) = By, 


T8 AB tE n 

' E.TIRE,.U (i=1,2), 
由 十 4 的 最 优 性 外 

|^ Ejt-E,.t (i=1,2). 
再 根据 定理 7.3 知 


aD aA, PA) BGD, 
利用 定理 7.4 知 
Pitt=r =D =1 (=1,2). 
这 就 证 时 了 4 是 瞧 一 的 最 优 丛 验 靶 。 证 毕 。 < 
值得 提出 的 是 ， 在 我 们 叙述 的 定理 ?7.4 和 7 .5 中 并 未 对 似 然 比 
fx 的 概率 分 布施 如 任何 限制 条 PE. 而 以 往 的 文献 均 
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ED 


在 候 定 似 然 比 的 分 布 函 数 是 连续 国 数 的 前 提 下 给 出 唯一 性 的 结论 
(REISD). 


$8 ”隔离 型 假设 的 检验 


前 面 是 检验 简单 假设 (对 立 假 设 也 是 简单 假设 ，， 这 种 情况 
的 检验 理论 已 相当 党 善 ，Wald 提出 的 SPRT 比 较 圆 满 地 解决 了 问 . 
BO .但 在 实际 中 碰 到 的 多 是 复杂 假设 .假定 总 体 五 的 分 布 函数 是 
FGO,0), ik B0co. j&0,,0, 是 昌之 子 集 ， 都 可 能 不 只 一 个 元 束 ， 
8,/180.2 必 ， 考 虑 检验 问题 : 

Ha OEO >H ÜC 85. 
HE xd. hn mSXSoMTO,. 

PY OECNIRBLHU uz. HEKARI &. SkA 
一 般 的 完善 的 理论 。 在 研究 中 需 对 日 : 26.068 RH HD XR ETT 2 3E 
£45, xh e 是 距离 空间 (特别 是 欧 氏 空间 中 的 集合 。 当 81 与 6 的 
距离 是 正 数 时 ， 称 答 验 问题 是 隔离 型 的 ; 当日 ,与 8, MERE, 
时 ， 称 检验 问题 是 相 邻 型 的 。 这 两 类 检验 问题 的 外 理 方 法 有 较 大 
差别 ， 本 只 对 单 实 参数 的 哺 高 型 委 设 的 检验 问题 进行 讨论 。 我 
们 将 看 到 ， 这 种 情形 仍然 可 用 SPRT 进 行 检验 ， 昌 然 此 时 SPRT 的 
优良 性 不 及 简单 假设 情形 的 好 。 

设 多 的 分 布 密度 是 1(x,8)( 关 于 某 5 GINE. Jxihoce 
-40,0», 0 © AR 8 ARE HL. 给 5E 0; C (9,00€ — 1,25, 
Eta (BEHGE La”, Ha 50280,". 对 于 检验 问题 

HH 
采用 什么 检验 法 ? B X Xt EOF POE EARE AR 
wiata EA, XE Ps 下 的 分 布 密 府 是 /(x,0). ER 


JW? ARREA, a TR SPRTCRRPAS. HH FÉGk Rt BERRIO 
NOH LI. Siik ht(B PARIS B SPROT, UDOECR OR IRE zbA 个 适当 的 下 整数 


OOW. AHI AR ERE DE iy BEE E EAF ET 
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[UE Ir 
A m TI fc. 5 / TI: 0. 
P-i P-i 


RPE EXJBSPRT. IAE0-cA«IcB-co 4 
r=inffn, nl, Aa E (A,B) Je . €8.D 
当 4.* 沪 BB 时 拒绝 Ho MAA 时 接受 五 :。 这 个 检验 靶 仍 记 必 
SCAB) CANARE? 我 们 必须 研究 两 个 d. — P REG 
转 性 函数 ， 邵 
L = P, GRSEH ) =P Cr* ceo, Aem 

另 一 个 是 平均 样本 量 E6r*。 

我 们 希望 4,8 的 值 应 选 得 好 ,使 得 9 亏 中 时 上 (9) 很 接近 于 1， 当 
8 关外 时 二 (9 很 接近 于 0， 而 且 互 pf#* 很 小 。 

ZELOS Et 进行 研究 是 很 复杂 的 (特别 是 第 二 个 量 )， 需 
要 对 总 体 的 分 布 淮 数 F(x,9 加 一 定 的 限制 。 . 

定义 8,1 称 分 布 函 数 族 {F(x,9): 0E, 8») 是 随机 增 
,的 ， 著 对 一 切 0 0, FC 0 D 2 FX, 0 ELF C, &OZRFO,6, — 
Ub. 

随机 增 族 是 很 广 江 的 概念 ，、 

定义 8.2 称 {FEftx,9} 有 单调 似 然 比 ， 漆 Ex 的 有 密度 国 数 
[£O ,00 (关于 某 9 有 限 的 测 RE £0 EDL— 1 0,0, EE TE TH ER 
aoz, WE E 
fx Do) = fO6,004€D, €8.25 

众所周知 ， 单 参数 指数 族 分 布 ( 即 密度 负数 为 sz-#e2: 形 的 
分 布 ) 是 有 单调 似 然 比 的 . 

31188,1 W(FGO,0: 6€ 48,02 E LUNO, RE, WEEP 
机 增 的 。 . . 
证 明  [EXEOS:—R. WARTH AR w, AG. D 


Í wdF(x:00) -| waFGz)0D= fæ- C4 - DéF(,00, 


-o 
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这 里 人 是 任 访 常数 。 因 为 4(z 关 1， 有 xi,xs 满足 


ETIESE ETOR 
4 
xo=inffx, q(x)751j, 
Wi[x«—xdkb, lx 人 =r) Ri X« Xo 
Wf. wC ANOS, MAN 
Qi — CXC- DO; 
xcxelM, wWEOOSC, g >l, MA 
(w -CHa D0. 
于 是 - . 


| waPCx,0) < [ware op. 


-w ~ 


Dwl = 了 a; (Xx)( 示 性 函数 )， 得 
F(a,0,) x;F(a,0)) (一 切 4)， 

这 就 证 明了 {FCx, 站 } 是 随机 增 的 ,证 毕 。 

引 理 8.2 设 FOD, F COR Æ 2 A A wH Ftx) 守 F(x) 
(CH x»), U EO DE 5] 2r fi f] Bü BL 2E TE, N FERN 
WOO wO), E OD S a e- uc (0, DOE B. QU) 
的 分 布 函数 是 Fi(x)G=1,2)。 

证 明 令 . 

w; (u) =infix: fF; (x) u) (u€ (0,0). 

ERI Cu) z wo 0D, HAF: COMAE E 
Pew, CU) ED = PQUS FO) = FO) (1,27. 
证 毕 。 . - . 

REI PETI. F.GO)RFG)C-U f sàr, 
《i=1,2) 存 在 ， 则 


E E 


| xdF,z feara. 


-z -au 
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证 明 ”从 引 理 8.2 知 


IET = EW DGE) = f sara 


证 毕 ， . 
定理 8.1 XoY EO, IPOCONO EIS TRE 
独立 同 分 布 随机 变量 列 ， 


下 (六 
给 定 —cosxca,b,xpoo(n2s1)0. dd 


Sn = 9X, >l). 


i=} 


rz = inffa ni 和 
AXGD = PO o0, S Las. 


An (Fex, e) HEBRSLHS US, mU 4 的 是 9 的 不 增 国 数 。 
证 明 fff. MSHS83.2 有 501 上 的 国 数 vw, OO 
ex I CX) cO GO C B] x 2 RL w LORA fp ER RE 赴 F O60, 
这 里 i=1,2,U 是 (0， D ES5j4rdBREBSLAP RE. WEU, QU, 是 
ARARO, 4 P) CH Mor BRA CO. D 上 均匀 分 布 的 
Bü Sb, 4 | 
C - (Qn up m ETE nn IET ua Lbs unb, nUn aT, 
则 
(ec eo, Sula, 2 i S4, 2 € C), 
Py Cr oc S sta 
O = Pa (S50 EC} 


= 五 [人 js] 


i=l 
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>P ((— Swat )e c} 
=Po, 8, $4 72 EC} 
= P, (100,8 rd), 


lc ACOE O 的 不 增 函 数 。 证 毕 ， 
设 总 体 忆 的 分 布 密 魔 O06 rei( 关 于 某 个 有 限 测 
HE GO. WE 9 到 9， 对 于 检验 问题 
Ha o gzl0,«—H.. 0256; 
采用 停止 法 则 8.1)， 经 过 计算 知 
D -infin, nl, SE Cansbn)}, 


其 中 ^ 
Sn= MX, 
1 
a = PÂ nbd) 0 
i Bo — 8, — 8, 


p 2 mB ,,9(050-900. 
^ 05-0, + 0. — 6, 
当 Sca 时 接受 HM Seb, 有 时 拒绝 Hi | 
对 于 这 个 检验 法 SCA B) LODÀE 0 BST HERE. fua. P. 
取 A BER., l 


(nz), 


izio ga, L(9, «f, 


则 对 于 一 切 0:0, AAL- L(D ie HET —UI 02:0, ELO «B. 
换 铝 话说 ， 两 类 错误 的 概率 分 别 不 超过 给 定 的 os. ST OLOD 
及 Eor* 的 近似 计算 和 估计 ， 请 参看 本 章 $4286. 
我 们 特别 指出 ，E。r* 作 为 的 邱 数 表现 甚 为 复杂 ， 即 使 总 体 
骤 从 最 普通 的 正 态 分 布 也 是 如 此 。 车 限 制 两 类 错误 概率 分 别 为 a 
MA, SPRT 的 平均 样本 量 Et 在 9 和 8 处 很 小 但 在 的 与 6 
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之 间 却 可 能 很 大 ，、 而 有 癌 梯 a, B 值 的 固定 样本 层 检 验 法 ， 共 样本 
AX RAE E, rt 大 ， 但 在 (9562? 中 的 某 些 点 上 芭比 Eor* 来 得 


Jw C28 VEHI. 04 X1 NOSD Bf. 取 0 1 (CHES: 则 


a=p-r0 肝 ,Eo :r* —C|IneCC ERRO; 而 同样 a;8 W EFE 
本 量 检 验 法 的 样本 量 me~alin a| (a-r0)， 这 里 4 是 常数 。 

序 贯 分 析 的 一 个 重要 组 成 部 分 就 是 朝 着 改进 SPRT fig. Exe ik 
点 的 方向 进行 - 

一 个 重要 提 潜 是 这 样 的 ， 对 于 检验 问题 

Ha ahe H, 8-50, (OZA, 

找 出 这 样 的 检验 法 Cr,4)， 使 得 两 类 错误 概率 不 超过 给 定 的 4a,8 
ifj B. sup E,t 达到 最 小 值 。 这 就 是 所 谓 的 Kiefer-Weiss 问题 。 这 
个 问题 相当 复杂 ， 记 今 未 能 解决 。 值 得 广 疮 的 是 ， 对 于 指数 族 的 
zri, M.D.Huffman(1983) ffi G. Lordenc1976) 的 2-SPRT Jj 
法 给 出 了 Kiefer-Weiss 问题 在 渐 近 意义 下 的 解答 。 Pi 介绍 2- 
SPRT 并 论述 Hoffman HARD, 

VE X hc s HE CTE o0 ARE 四 为 


XO 2 expéóx - 9 (055, (8.3) 
HKBoce-QNO, -cocx8-0cc, 
研究 检验 问题 ; | 
Ha Jahe H, 0250, (8.4) 


其 中 过 B,D € 8C 71,27. 

种 xx … 是 概率 空间 (o, Z, P,0(00 € 60. EA e 2 de f 

机 变量 列 ， 共 同 分 布 密度 是 (8,3)。 记 Fn 5T sX E x, 

“xn 可 测 的 最 小 c (EMO, nci. PRATO DÓJEXQ.DÉS FF FE 

BRE, rÆ 5 代数 流 ; so; 的 停 时 ， 是 CQ: 多 .到 {1,21 
D FEA Huffman Bu mri. Hulfman B d m gem rout 


间 题 1! 9-8,--0-70.. REEI GE MEB GO, 二 全 站 站 是 的 梳 验 ， 论证 疗法 
EHHE. 
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的 可 测 映 射 ， 这 里 
Q,- (tco), 
| r={B， IE nl BARE Fa., 
d=2 表示 拒绝 是 ,4 = 1 表示 接受 Hi, 
HE aD0,87.0(0€ BD, A 
(2,8) 2iA-7 (0,4) Bp PGom«e 


sup P,(d - Dif. (8.5) 
DEEP 
我 们 的 目标 是 从 n (2 BD rH ERI UR Hik. 不 难看 出 ， 
TE 7an b Pa 3} P, ff) Radon-Nikodym 导数 ( 记 作 (了) s 
pin 


expí(€0— Psa — PO) —v(42), 


其 中 su = Sr, 
实际 上 ， 
aP, H f[G;,0 
(3 p!) - 


"oIbreso 
1 


zexp((0— 9)s, —n(U(0) 一 pp} , 
任意 固定 0€ 0,00, & 


?=?(0)= inffn, (3) l«( d p HL 


1 


d Pi 
这 里 ICOR Af FERA (09? BEF: 上 .对 PP， 的 


Radon-Nikodym 导数 ， 即 
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d P; . . 
(IP); =expi (Ë — 00s; -P-P ya 


l 
Ac = (r0, 20») fE Lorden 的 2-SPRT。 我 们 首先 证 明 ，， 
70) 8 ERU H ACD € c, D. 


id 
KO FY =A- EJP A) — CPD) 一 bOCPD). (8.8) 
不 难看 出 
T(Ü)zinfín, Span ca, d s,«cbn + by), (8.9) 
这 里 
VG) - 9(9,) NIIT 
-A= à -8, , üp a — d, ' 
(8.10) 
: EIER 
à B. ? " -0," 
令 
b : 
= . (8.11) 


5|BH8.2 dE S ET 红 的 的 最 小 整数 ， 由 
P(A 
证 明 HpT 9"(0020,0,—Ó-0, macy Gaba bg 
X (8.100 Het E l 
at + ag bi + bo, 
车 sicascay WTA H sgal tag 刚 sgi + bg, 
Je. HE. 
引 理 8.4 (D 对 一 切 96 


d P; - 
(15, PH 了 wz] (8.12): 
是 Pe FALI (c 
国 对 一 切 62-65, 
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d P; 
(各 T (8.13) 
CC 


XP. Bü EE. 
证 明 ie, HEPER S u E Ooi, UH 
JEL (8.14) 


dP 
E (152 


实际 上 ， 


TD ee [EDGED] 
Po Ja) Eo (EPA NEP, Ja 


-E, (exp (Ë +4- 29,)Su =u) c (D -WOD 


BF 
3 " 
pO - «(8 0-00 e [vU ex-opdx [v (x)d x 


= PR 一 VOD, 


Bip a) E, iexpi r-o, -9-—]035, 
-ul —0,-0) -v(0,) 7) 


mE 


d P-t ,. 
= Eo, (aP, c) 


这 表明 (8 LL MEE. 
对 任何 BE Fa 50C a) 有 


d P; 5 
INC P, Jaat F d 


= [expe - 8) 47 (nw) (GC) - (00d P, 


= | expic® 一 DD CSn., u Sa) 一 uty) -4(0902) 


-exp( (8 — 054 -ny - $(9));4P, 


= E, (E) Gp). 


X NEUES] T Bü HU TR (8.120 E EAk, [8] BE eT EpL E. 13E 
E. üuptB. 

定理 8.2 AQ € s (a, B), 

证 明 令 


GEHE inf c = cc)。 对 一 切 0 过 六 有 


PCO) = 9) c P.C o) 过 | a dp ) dP,, 
; : i5 Tu 
F] . 


HAIER ER 5 foe ac E PH CB 140A. 


d P; 
P,G 8) = 2) caE (gpi) ca. 
g 1 


mman Iii 0230, 


d P 
Pad) = DE (357), «£. 


ik AEF Ca, B). WE. 
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下 而 指出 ， 在 革 ( 多 的 定义 中 只 要 站 适当 选择 ， 则 了 (8 给 出 
T Kiefer-Weiss 问题 在 斯 近 总 义 干 的 解 。 

首先 想到 ， 应 该 选择 5 使 得 103)( 见 (8.10D) 达 到 最 小 值 。 
5 


LE dos €&- giin 81K (9,0) — lina| KCO,0)7 
| [0,- 80K (8,0) * (6 00 K(O,80T! 
— ER ETE y 
"K(8,8,) |Ina| - -Kd, p) |ln 8| = (8.15). 
Bf, tCOXE SERE MR. 


Inaj __ || 


| . 
K(5,05 — K(6*,09 (8*5. (8.16) 


记 
t-f(095, d-2d(9*, A= (t,d), 


我 们 的 旨 标 是 证 明 下 列 主要 定理 ， 
定理 8.3@ (Huffman(1082) 设 


LT (6,0, 是 固定 常数 )， . 


| = max(a, fi, 
nca, B) 2 inf(sup Ept; (r,d) C. (a, BD), 
e 


i xxu BE ELEC IE WI AE Ss Huffman my BITS, A 笔者 给 出 的 ， 
Huffman Æ sx $9 2- CSPRTG 4D JE RE. 


T2105, É- 4C, 


[s 
其 中 - 

8-28*  Y*[n**ia*5l c7, 
REMEE.) n*-t(G"), v* diii 

dota (8. - 8") K CO* B) 

(9, 7 8X (5,8 0 + (* - 8 OK GI 9) 

LOL IETIEIM 
Huffman ig T C7 D URB 8.9 BORN REE TRE P 
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则 有 下 列 结论 ， 


qu Na) ri cy (n 

D upE,: 7i 08 7) (05 
" 

my " ( 2s B) 

e lim up E, 707 


换 句 话说 ，2-SPRT A-2cr,d»8yd] f Kiefer-Weiss pi 题 在 
HEEN FAAR. 
定理 8.3 的 证 明 相 当 上 长 ， 我 们 首先 证 明王 个 引 理 ， 此 中 3 引 理 
8.6 本 壬 县 有 独立 的 重 受 价值 . 
引 理 8,5 Wiz, zero EQ. PO EX zd dy 9L 变 
BA s= S QURD, Ez, 
L 
Af (t) =infin, Saoto (17500, 
WI . 
EM tT OEMOY HEMD (Q0, U0)., 
证 明 ”不妨 设 #0， 记 
SU. OS tm ER. 
iz min, M 
POM (tu) 2 m]. 
=P tH U, Suy TE H SL. ) 
ELP Sny TSn TE M 7 Sgattth Smar Sn 
tm T En EHU S Spl ua 
=P sna Sn IE Hu Tatta Sm_ 1™ Sn 


SLE —f.Sm —SQ.zbt uro uos, 


zPMprpEu-r) = | 


于 是 
EMO - Mt; = i m- WP(MGO ~w) = mM =n) 


mon . 
=% m-n) | POM Qe ul En P 


110 


= >) (m-n) | P(M(teu-r)emo-n)|,.., aP 


= 5, Si (m -n)POM(tcucremon) |, ,,0P 


"ligi ;gag, T= 


"53 EM(qQu)d P- EM(u), 
^73 (Miten 
 BRAAEM Q +W ZEMO) + EM). WEE. 
SPE 8.6(Lorden(19700).— BE zz; n Ejay a d BS BLUE 
dA, 
< Es = K>, Elzy ato, ' 
Sa = oz ID, 
t 


Mt) =inf{n; Sat} (UU, 
7 RCE) = Sy i TE, 
Mi 
sup ERG) «LEQ|Y, 
证 明 HIR 200.00, BI 


5 Mic) Micy 


F ROVd t= | RG)di- | RdE 
ü 
7 n e 


- Si | (5; -dt 


Sae 
一 | (yip cDdt 《soss0y》 


l4l 


Mier 


= D sz mi Geo LOC 


i-l 
利用 Abel Z% fi 
Mic Mít)-1 
5 SiB; = Sire + 5 81€8; 78; 
ial . P1 " 
Mic) Mie) 
=se — 2,52: 2, 2f, 
i.l . E-1 
[14 
Míc? 1 Mic 
> 8,2j og Se * 5 M zÍ, 
i-1 irl 
于 是 


[roar tSS zi -Laoy 
RE 2 f , 2 . 
由 Fubini 定理 及 Wald 引 理 知 |. 
f ERGMt- 1 EMC Er EGG, 
o 


Esy44,, = EMQo) Ez, 


ak 
EM(o) -lec *ERCGDD, 
j 1 eC-ER(Q 1 
Ddt 2.;5. Ez3.— 一 2 
[ERO 3 zi n z FIG» 
— il e - ERG) 1 
zc... Ez?. Ti L E a 
wy Es ü 2 (ERG). 
根据 引 理 8.5 An 


ERG *tu)-E[Sy a4, (hr u)] 
= #EM{i+u}—-t-u 
SERD + ERG). 
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LCERC)«C inf (ER(QO &ER(G —t)} 


ostet 
[- 
<| {ER TÉRCO -t))d : 
Ü 
- f. ER(GOÀdt 
o . 


1 c+ ERCO) 1 
m^ Ezt. NES z 
i 2 Ei m 2 ERC) 3 


所 以 
(ER(e))2+(e - LEst ) ERGO - keEst«o, 


lp. 

CERC) +o)( BR(e) - T Ezi )«o, 

从 而 1 
ERJ Ezi. 
M ! 
这 就 证 明了 当 z 0 时 引 理 之 结论 成 立 ， 
以 下 研究 z, 不 一 定 非 负 的 情形 。 令 

t1 = inf [ty n221,84720], 


t, = inf(k, kml am: 1) (n1), 
Vi Sr LI 


H 


Ya = Sr erta St tnn (n—15. 


易 知 {yn) 是 独立 网 分 布 随机 变量 列 且 war 空 0， 
Ey,- Esr, = Er,.Ez,—0. 


令 


s= ua. GED, 
L 
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3 
-p RIC) = SY et 
EXIT sU | 


TE 
7 © ERG) = ER*(t)y, 
从 本 3 引 | 理 已 证 部 分 知 
* li. 2 
ER*(0)x T Ev, 


注意 
Ey =S Et eH, 
- PRESSES ; 
ji Dep, 
| neri 
| Eric Er EU, 
于 是 、 
ERD < fei Y. 
ur. 


引 理 8.7 OECO), t) 4 2-SPRT f (is If CR 


«8.605, iW[xF—HjG.d)cm.cu BD, di 


Ezt) - Esvz D PROZOR +1+ Keg 


EL 


其 由 


a*(85 =p, 
K(0,0) 4k Kullback 信息 数 ( 风 (8.8))。 
证 明 今 


idt 


in 


2 
350 ， 


(8,17) 


， dP. 
T,= inf| (īp? ) uu "EC 
? 1 "n Uu 


pr ps ARUM. NI 
(8 


实际 上 ， 当 r= cc 


Md-9jB[, n -t, 


. ff ip!) 1] 
T,-dh [^ (ab, QU gl 
5n 
T(P) = mingr, r). 
， | Ina | 
r, z infÍn, a,(0) C5, — nycB)» nz "KB. "E n 
í [In £j 
tasinia; fa (GO) (s, — ngo») enl K(B,0, p 
| sU 
. T" 
其 中 Sa 二 Dxi, 令 
1 
N: = mingr; 42 {1=1,2), 
这 里 
T, L di, 
"n, -f " E i=1,2, 
O92, ER d-i, 


也是 停 时 。 我 们 指引 
yr DNG -N;). 


i=l 


(8.19) 


(8.20) 


Erc. 2M TAM, EIE ace 


ük Ni = mingt, TOST, Mit 


(0) 一 ruz) = A ET = Ns 


Md-lBb, =r, % 


总 之 (8.20) 威 立 。 
id 


nu = mintt, D) T, ax 


z(0) — tunr,— NM. 


z,-a(D)(x,—w'(9)) c1, El, 


i] 


由 于 Ej -I, 
EzE = Egla (P) (x, - 9^ (8)) e v? 
= ai(Byo1(8)« l, 


lag 
Egte, «yrs - tato «1, 


利用 Wald 538 5n 
Ej. = Ezr,» Es% = Ear, 


所 以 
1 
Est eig taio) *l. (8.21) 
I5] ZB 5m 
Estee P. pazor 
è USKO a) as(0)0* (805 +], (8.22) 


部 一 方面 ， 可 以 证 明 


-ar P2] ~ lng 
EN > Kay’ (8,23) 
- lln81 -ln2 
EN; > K(B,0, Te (8.24) 


dP, ] 
P, ON. < co) = | Car, ), dP; 


Nyed 
= Esexp! (9, - Oss -NOOD - 90) 
exp: (h -DEN $ Exi - Ea N OOD $052) 


-expí -K IDEN 


TA 
EN 5 -laP fi CN ooe) 
K(8,0) 
Br 
Po (Nux) «PS Gozo) + Po (E 22) 
dP, . 2 
J ( ap), iP y P,,CQE- 2) 
| adP; + 2a, 
. LEs 
帮 (8.23) 成 立 ， 问 进 (8.24) 成 立 ， 从 (8.20) — (8.240 fÉE HE CB. 177) 
成 立 。 证 毕 ， 


定理 8.3 的 证 明 A S88. Thug. XpPfEf OS €. (a, 6) ,有 
eupE, DIRÉ.-F 


2 


> l 
=E? = Si (0*5) - L4 Kc gl 
LAE 


Pt 
故 
nCa, 8) inf (supE ,r; (r,d) € 7 (0,85; 
~ : 2rg* | 1n2 
mE. - Dla; A*t 十 二 十 Xe | 
LE] 


JA SIRE 8.3 4n 
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1 
Hato LX MOL, 
5 
B ETE 
1 ,0)) 


a$ Cy 'Q*)070). 


Lt(*3—r 


dan ji: 


K (ut ns) Tt 


EGEJ T= 
aE) Cis, —w'Cu^21,3, 
JE Tita ZELA (8.180. (8.190, T 


(05) PT máax(a,(0*)8 a (0* 08.) , 


HT 
8. =n), 
A 
(0*3 = a,C0*) — a,Q0* ), 
则 | 
EQ) - 1) 
Lo lud 
ud Cau COS) ta) E S. 十 o OT E, | 可 
-l op l1 
z OY CE p8? 
= CE rs | : 
| I 
clie eo + D?, 
出 此 推进 


EgQ«$lxi(O*) - dd (yo o EI +1 ) 


| i 
nca Bet) - La Gcr 19 
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2 Ing 23 
"Eie an «tt ge, gpl” 


1 


部 一 方面 ， 
supE, t x:t(8*) tl, 
t | | 
干 是 
-Ca 
1z supE of 
- Boi ) mM * n * d 
Saty +] Eu TO CL 1) 


1 


f 2ppn* z * .o n2 4l 
d) +1 XL Jao HLE RGE 9 


HF 0*€(00,0,, 51 


g*(9*)z; sup  o'(g)—' sup YDA, 
z XP. 


LER AL 9.9 
由 于 | 
ua (2200. 2 
PT K(0,00  $"(0,)' 
lim (8-0. | 2 E 
Agy -t Kæ, 83) |9^(0,)" 
án 
a,C0* "EE: . 
m zO(]|lnaj a 05, 
aa (0*) : -4 as 
M 1 —- 
Apy Omad 80), 
由 于 
i 
oce Rap es tms 
"E 


a; (0*) a uu 
>( Ben yE - Oc]hó175) (650, 
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这 里 5= max(Q2. A), BEER 


27058) 1-0) c0, 


l "supE, t = 
à 


SUR 
nia, 


lm supE,? D 
至 此 ， 定 理 ,8.3 证 毕 。 
例 8.1 CESPA RO E xxu de hr dS] or dn f. B. 
X,—NOG,D,. 0 RA, 0c (-7 00,900. 研究 检验 问题 ; 
H, 50,—-H, 0250, 
Hp 0,0, 是 两 个 已 知 数 。 
X , 的 分 布 密度 为 


* 


2L. 了 工 :| 
fG,0) = ca exp | QC 8) 


- exp{0x - 2] VY exp f- ru 
可 见 X 关 于 某 测度 的 密度 为 | 
exp[0x — jo. 
从 (8.3) 和 (8.8) 知 
VO) =F, KOND 7n, 
3ia-8, WIACS.1605n 
1 


p* = 9 C0, +9), 


M(.9, (8.10) Of 8 = 9*) 知 相应 的 2-SPRT 为 


1 Du 
人 =inffn Span bag W s, bn eb, 


af? MPtece [L spisat + dg, 
1. TEJ 


Sp SX, te + Xy (51), 


36,48 
——— üyml-—- = dy, pl 


4 


d29 表 未 拒绝 H 0x0, d-1 表示 接受 H, 
例 8.2 指数 分 布 情形 ) — E xoa se Ea a Fd x EIS LE 
5j. x Ma dp HEDAY 
aer, xl, 
0, xx, 
其 中 4 未知，XE 0,20)。 研 究 检 验 问 题 : 


| 


Hy ihe H ASIA 
其 中 用 a 


pz — å t0) = —In( — 00,0, 三 一 Ai i= 1.25. 
yl 
FEX, A) m expiüx - (0): (x20), 


所 考虑 的 检验 问题 化 为 


H, QxI0,4—— H,. 0720. 
ES 


K(0,0)- 5 -ln 


车 4= 68， 从 (8.16}) 知 


pg*z LP 0 = A7 ^2 
in .ea ln -27 
a £1 


M(8.:90,C8.10) CR 0 = 8*) 知 相应 的 2-SPRT 为 


T-infin, Sp EAn + Ay sQsbn tbat, 


2 [25 Mp telco H splat tüàg, 
OUL, WM, 
这 里 
Sn 二 其 tr XS, 
a olo Int1=— 1 In 
| 6*—8, 6* A;—À* A*? 
1 A 
= 1 2 
Doar nt 
so imaj pl 
5 AQ,—-AÀA*T! Aa— A*U 
AÀ*- 0* 一 AT Ag 
In 2t. 
m 


d =2 表示 拒绝 也,,4# =1] 表示 接受 是, 
例 8.5《 贝 努 利 分 布 情形 ) WE xx 是 独立 癌 分 布 的 随 
PLE fi FII , 
Pex D spale Pis Op 
天 突 检 验 问 题 
Ha pape H, pleb, 
其 中 pi 过 ps 是 两 个 己 知 值 、 . 
PERH, x< Mat ERE TME 23 
Fap pL- pY 77(x 20,1DD 


-exp| xin is *lnét — p) | 


-expiüx — pe);, 


1 pH) 7 -lnc(1—2), 


所 考虑 的 检验 问题 化 为 


Hy OE0<—rH 02m. 
易 知 


$B) = lall +e’), 


e EL 
K(0,9) -(Q-9) ji.» T GS). 


ixka-8, A.I 91 


e?! a l mlte 
1 +e?” 07h ]-e?1 
1-7? 
] inf 二 ; 
In! Pi } Inf? 
1-7; Pi 


MO.90)Xc8.100&0, 3HEZll5 2-SPRT 3j 


$-idnf(n, Span + a, Wi Sa On b b], 
: (^ Mp4 o0 H. spat + ap 


1, 否则 ， 
Hep 

Sí m xte XR, 

一 Pi 

In- 二 
C kr P ul 
in? 十 lol i 
1 l-P 

lni P: 

一 们 六 
b= 7B 
In. + Inl. P2 
Ps 1-p* 


(8.25) 
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其 中 p EFAG. DA. 

d=2 RRR H, d - ions Bet H 

定理 BOXE BES.349RU3R (]. XI— Érüs dE EE Ug Fr ,0)， 
2-SPRT 渐 近 地 解决 了 Kiefer-Weiss 问题 .我 们 对 此 仍然 不 福 足 。 
是 否 有 (了 ,2 EFC0,B8)， 使 得 a+8v0 肝 对 一 切 9E6,Es? 渐 
近 地 最 小 ?这 个 问题 可 以 更 确切 地 陈述 如 下 ， 

Mute BR 4.5 CHoeffding 不 等 式 ) 知 ， 对 一 切 (0,06€ 
(GB, Ë 


E Srg i i) -Jaytsc ep] 4}, (8.26) 


JKX8) = max(K (0,8 ,K(0,80,5D, 


这 里 


LEN f(x, 8. ` . ] 1? u 
t al. HEF STE) *K0,02, fix, pydu, t0, 


f(x) = exptóx — 9(0)). 
AMc8.28)5n 


lm .Fer sul. (Eo) (8.97) 
aps —dn(a 3 77 T 9. 


问题 是 ， 是 否 有 (Yd) 后 (9,8)， 使 得 (8.27) 中 等 号 成立 ? 

E 3c 881902025 HIT rz Bo IBI. 3k ECTS Jn E BERE BUR 
结果 。 2 
{1 ig e= 8,8), -ox0-8x:0. WEgOD, Co 分 - 别 是 
(6,,80$1C8,0,0 ER (ere Sx E d. Hed] 
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Wid 


| gondi =| * y(0248 = Y, 
LET Bg 


A 
T dP, 加 
fa dP, ) 5 ~ 
= | i-R-) $0048 (nz, 
Pa J. ( dP,, n o» £ 
这 里 


(n; = exp{CO0— 00s, c n 一 $£(0,)) G712, 


. si = T5 . 
, 1 
Hg aTm0,820( BD, 46 


T —inf fn: Pr 


1-1 2, 4ra H er>- 
1, ag. 
-rR 0< - 1 表示 接受 Hi MEEF, f) 
H. 


, E,T E L4. 
imo zmas p C 99» 
Ine —]ngf 
这 里 lna-dnB 表示 
lim 122.4 
MET EL 
于 是 可 以 推出 
. na: 月 ,9 
im ge =1 C— 0, 
1]neo-1ng 
其 中 


u(a, B.) =inf:Eyr; (r,do)c ERUIT: EM 


XR: It- G, Ea? 渐 近 地 最 小 。 


$9 相 邻 型 假设 的 检验 


X T p ZH BLUE ERA BR ER” E 0) 的 检 
Sen. — AiE k JETRA FU rp p f E ALIE ET D BRE TE 
意 小 的 检验 ， 谐 看 下 面 的 例子 。 

$9.1. PTS 8x45 BOLD 的 检验 问题 ， 


* iI NE 
Hi, pagt Has PI 
ERETTE” COR St WAV pU DR R E Aeae 


15? 
RUD HEBHI. Pf fe ERE AS aen Erde Ih A LIS OR. 


这 从 直观 .上 看 其 为 明 最 。 当 总 体 的 参数 是 nsp- ehte 


Ce 很 小 ) 时 ， 要 从 样本 分 辨 山 p=< i -= 还 是 p= les MODOR 


到 的 。 数 学 证 明 如 下 : 
XROXQ.QX. e B, APP OZP EHIH Ak i ia A f 


BRERA, X: PUE Do 1. HXi DOS. HR E De 


Ronel, AWER Eon hieis H. 
sup Fae X e AO E Wa, 


DP < 让 
IRI 
: i 
, Zi nor 
Pal X eH LX 2 W) = NS osmrCg-p ^ 


ESL 
Ae p AER RAGE G6. rn o0 ERE O43 2^0. CP AE 
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lim PQQQX, uS, X 0 EWE 
np- 
= lim P, m, X,) € W*) 
p2l-o 
= 1 
zb a2, 


这 里 W* JE W 的 余 集 。 故 采用 否定 域 W Jus 3B VES BCRCI 
能 一 致 地 不 大 子 a. 

下 面 将 会 看 到 ， 存 在 序 侦 检 验 法 ， 其 两 类 错误 的 概率 均 不 超 
过 给 定 的 g。 我 们 要 证 骨 更 一 般 的 (不 限于 贝 努 里 分 布 ) 结 论 ， 
O REAA 概率 论 中 下 列 已 知 的 事实 ; 

命题 iXX AC, ,P) 上 相互 独立 闻 分 布 的 Bü SL 
FRA, EX,=0, EXt«co, S,- DX, G1), 820, $20, 


则 


X? (| aes 


这 个 命题 的 证 明 较 长 ， 请 参阅 W.F.Stout(19745, 

IIF, D: 0€«8, 8») 是 随机 增 的 分 布 族 ， XL E. 
CO Pu Er Lr f obi pL 2S ERU AX. 的 分 布 函 数 是 PFCe 人。 
对 于 检验 问题 : 


Ime j<, ^ €8.D 


Hy B6, «—»H,. 82» 69, 
ELTA 0D 如 下 ， 

HN = E,X, -f aarc, 85, 
任意 给 定 aE 00,I)， 从 (9,1) 知 只要 取得 足够 大 ， 有 


= Sa NHA) 
P Sr by 
2i ^» ( v^ n dnt? es. 
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— l., 
fin — MC) — 6v n (ln n)? ^ 


b, =n D B E v/ n (In pi? > 


Tj DO Pol Sy E (as ba DD Ta, 
23 
4 MEE 
r=infin, Sp E Canda) Hn253], 
[ZH "pco S, ea, 
GEmH, Hroch S... 


从 定理 8.1 n Po OBS E D EE o ihag, Mni 
Pal 拒绝 HOP, (c0) (X89; 


PURSE HDA Pa (roc) (02-69. 


MM. P, GS E Ca 0.0) 


Pitrc<co)=1 H E,relce, 


ES 
2: 

T,cdnfin; nc3HS,.IbQ), rQ-dnf£n, mm3HS, En), 
则 T= min(ri, Ta), 
FEAR WIE 86>0， HLE (000,800, 4 


4 infin, SSHS.-nezl1, 
MEE n Weg. nn Hf, 


b.-npz 的 一 pjer 
和 


BADET +n MF ESQOX.-0)-4(0)-5020, 从 定理 3.3 知 
E,t-co, Mi] Estscoo 《0 的 )。 问 理 可 证 Estaton 
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所 以 Bor 之 20 (0&0) . IDA E, T= co, 

我 们 可 进一步 问 ， 是 否 有 动 效 是 一 的 检验 法 一 一 第 一 类 错误 
的 概率 不 超过 4 而 第 二 类 错误 的 概率 是 0? l 

Shibi: mi E, An a 《对 某 个 0, MWR E 
的 检验 法 是 存在 的 。 

证 明 中 要 用 到 下 别 著名 的 概率 论 结 论 ， 

命题 Koxworopos-Feller 淮 则 》 i XXa pe Eco, s, PO 
上 独立 同 分 布 的 随机 E RJ, EA Prao OH 80), . 
EX,-20, EX1-0? (00), 9€) ETRE. U T 

P(QS, ov nein), i-o.) - 0, 

必须 且 只 人 须 


re (D civ 0D goo 
1 + ? 


这 里 Su= $ X GRI). 
i 


从 这 个 命 是 知道， 当 CIN, 
P(S,0v/2n(0n, + Cinon i.0.)= 0, 
这 里 及 下 面 约定 | 


In,5 2In(in n), Insn= 1n(ln, n), 


取 定 C> 3， 记 


Da SnU + ov 2n( nen + Cina), 
RE 00, o= E, Xi- E, X. FE 
Py Enba 1,0.5 — f. 
Mfg m gE ` 
P, EE nam IE S.I» b.) «co, C9.2) 


我 们 假设 Gom o 是 忆 知 的 。 令 
t=infin, nzm H. Salbat 
Mprelco PB. dBf& Ha: 0x10, 否则 不 扩 绝 五 :我们 说 这 个 检验 
法 的 第 二 类 错误 概率 是 0， 第 -类 蚀 误 概率 不 超过 a。 
实际 上 ， 任 意 给 定 (3x05 
Py o)*P, EE nm, WEI Snn) 
+ Tv anilo, + Clnsrny) 
=P; C070 x, l 
28 07, ht, 
lim Že. = H (H po) (a.s. P, * 
Ak Po 二 ec =1， 从 而 检验 的 劝 效 是 一 ， 而 旦 ,不 难 知 道 ， 
E,r«oo (0700. 

RETE I CO. D rom BHL AUT —AIIERIDDOENCRIRS, 1H 
是 将 bn 的 定 六 适当 修改 后 是 可 以 做 到 的 。 为 此 需要 利用 Darling- 
Robbins 的 重 对 数 不 等 式 ( 见 下 面 的 定理 9.1)。 

引 理 9.1 WEZ... EREA, 52.0, Hj 


PRE nam, (Eig adb} 
PZ + 二 | zaP«lEZ, (9.3) 
ERU. 


TET 
证 明 令 . 
r=inf{fn, nzsm, Zab}, 


We 是 个 时， 用 归纳 法 易 知 
| Zen nd Pul | Z,dP (nmm, 。 


Zach: (Zab 
HQ ZinndP Z,dP, 
ETT IZED) 


PCZ<b rc<eo) «d. f Z,aP, 


ZA xb) 
从 而 
PO nmm zb 
= Pb) + POLQb,to0) 
«POR £d | ZudP 
(Zt 

< EZ.. 

证 毕 ， ' 


定理 9.1(Darling- 了 及 obphins， 1967) H XA E, F y 
P» EA Iaa Fl oD ÂE 在 1:=0 的 邻 域 


有 限 ，Sn = D Xis CIBgCORQ, Hp 


ht Tg e(D, 


y, ci D nor donat t om (n nem, Ds 


LT 


my = eini Q3, 
WATER 
Pdgnzm, 8 S.—CO A (m20). 
证 明 4Z.-e*/[9(0]" ama, Wa nz E M 
Bk 月 EZ,-1. 从 引 理 9.1 t 
(存在 nm， 使 得 ZDE 820. 


"t 


令 b= ezt (D, RE 
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P(trfenzom, EAS meo), 
MAO 之 定义 知 

S dH 

P( 存 在 nm, BR T muhg))ee t. 


75 


[14 
~ | S = -ajep 
P(U U {fue kietut, 
i=j mn<m a i=4 
当 magnm a 时， 
ln iglar + Ing + ln2, 
1 


In, ixzIn,n, m,clne Ij, 


于 是 
V, =t [212,1 + Glenn + 6In2 4 21nA]3n tea -gí(n)/n, 
it 


P( 存 在 nm, E Scene 


i m20, Wy 23m MEn FË 
1 + +1 <(; DE 
m gp n(f1) ^ ?7 
Inn alw(j - 2) 


PC 在 在 næm, LS, DES 
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i. | 
2 


和 如果 («e *, MAOL, TER 


Pdf nm, (fS mao) pL. (9.4) 


MU, IR NOSD, WO = 1 ARX, -et - ly 


努 里 分 布 ， 参 数 是 1/2), 则 kCO «1. XXPIUMMBUE C D OU BST. 


从 定理 9.1 直 接 得 到 ; 

定理 9.2 1 X,,X,, Æ, 9 POUE, FEATH 
立 同 分 布 的 随机 变量 列 ， : 

F(x,0) = P,CX xx), 
(F (5,0) HEBÉ ELE] 0 (I Ee qe 1X1 Eo XU 在 上 的 邻 域 有 限 . 对 
给 定 的 2E (0,1D， 取 ASR mo20, Bf 
E 
Als $7. 
MEC. 如 定理 9,1 中 所 定义 。 S 
t=inf{fn, nem, S >nul +a}, 


这 里 5， -Ex (29D, Ho) = E, Xo HERH <o 时 拒 


绝 假设 Hi. 9<0o( 只 要 末 停 止 现 测 就 不 拒绝 H). MARRAN 
检验 法 的 功效 是 一 而 第 一 类 错误 的 概率 小 于 9， 
WEB] Hoo 时 ， 


PEZO P, (rezoo) «a, 
故 第 一 类 错误 的 概率 小 于 s。 由 于 Cr gAV a), 


1 ,1 1 ,1 
hk -— uS V) uc 


22 
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， lnE; etx, "Fay i D. Ls, -Es XD (—0), 


X V4.0, 1 80-0 (1-205, tc 


Cn -= (f—922), 
ti 


HP 80224003). Oh ID, 
lim n = BED) ZA HCUS) Cas. Pa), 
从 而 P.Gao)-1. DRE ÓOESIRIUEDRORDIOE. WpH. 
8/3.1 iE X,—N(O,D, 6-0. 考虑 检验 问题 ， 
i Ha, üszO«—»-H,. 02-0, 


Hk leo m li, WO ADO & mz20, Wy 


5 
z 


4 
Aln,m “ 
令 
tcidnfín, nixm, Sn Tb,}, 
这 时 


— . DO 
Dan= nv Bln +6la + 6ln2+2lnA a e?ln,n 。 


5 ER roo AEA H 0-0. AEM 9.2 知 ， 这 个 检验 法 的 
功效 是 1， 第 一 类 错误 的 概率 小 下 wa， 


9/.2 W X,-BO,m OA B A30. p = 1, sk MR i 
题 


EXC 


; t t ti 
CE =E,ei (x-4) = 1 (e: 十 ee 3. ACD 


* 


i64 


HR AlI0 及 ml20, Won 
4 
Ainm ^ 


"- an 
r-infin, nim, LLL 


这 里 ba 的 定 广 与 例 9.1 pio FÉ. PA AE M coo B HR HS HS. 


pal 1. 从 定理 9.2 知 这 个 检验 法 的 功效 是 1， 第 一 类 错误 的 概率 
ders. 


例 9.5 X ~B, p). xET AS S] 


”从 前 面 的 讨论 知 ， 存 在 两 类 错误 的 概率 均 任意 小 的 检验 法 ， 利 用 
重 对 数 不 等 式 可 得 到 具体 的 形式 . 令 


. | 
r=inf [n,nm, Sn 一 IE, 
t I . 


这 里 P. HAA.. 中 的 一 样 。， 当 5,> + 时 HrfBH., 当 


S, cimb, WHERE H, IX BURG 9.1 一 样 ， 取 A>0 及 m220, 


使 得 4 


Aluym 7^ 
不 难 推 知 ， 这 个 检验 法 的 两 类 错误 的 概率 均 小 于 给 定 的 0。 
以 上 讨论 了 单 边 假 计 的 检验 ， 现 在 来 讨论 下 列 问 题 ， 设 
fx) = expiüx — $(0?, 6co-«9).05, . 
Aire EUR YES fa] RR l 
Ha 0-2 0,—Hyi Jbp (0,5) 


ix CH O6, Æ 8 BP ER. 
SRI TRI, "T ICE EAD E 1 的 检验 法 。 
WHO Gb Borel TELAT XR A mi E aH E 
REAO, 4 


Qa CX, 1*1 XQ) =f IBEICT D [ida 


CT = [1 /x: 2869) Cn D 
jal 


yXxXX.e COO, ,Po) (OE 昌 ) 上 的 独立 同 分 布 的 随机 
BRA X WIBER SOD. g 


A 


人 


(nt), (8.65 


r= int[n. "bal (€ (0,15, 


HERH coo IER Hu; 0-700, 
BIELUEB] CER TE EO, dn) EC ER C DL CO fE 0 He E 
Ext] EEGEMUEE, UU EYEXEUERRÍSGXDAEt i. BR RE 


TR o. 
449.4 正 态 均值 的 检验 。 设 
0017 一 
fO 40) = e 


《关于 Lebesgve 测度 )， 对 于 检验 问题 : 
Hj, 8=0< 一 > 于 3。 9%0, 

取 权 函数 | 
"x ! y -i r? ` 
根据 公式 C9. 的 经 过 计算 知 


” exp SA/2n +1)} (nl1), 


CM Yn. 


186: 


这 里 Sa = 90X,.. TE 
>i) zint fn: nzl,|S9.|2ev/9€mn-r) 


. ( -1na -Jlar + n+) ) 
SCR, BUS roo 时 拒绝 日 ,，9=0， 这 个 检验 甘 的 功效 是 1 第 一 
类 错误 的 概率 不 超过 o 

具 以 上 的 讨论 可 以 看 到 ， 为 了 - -个 检验 的 功效 是 1 需 花 很 大 
的 代价， 样本 量 有 时 以 正 概率 到 无 穷 值 。 换 句 适 说 ， 贸 照 我 们 的 
检验 法 ,有 有 时 要 不 断 观 察 下 去 , 永 无 止境 。 这 是 所 谓 开 放 型 的 检验 
法 ， 这 种 检验 法 既然 不 能 保证 在 有 限 次 观测 后 进行 完毕 ， 它 的 实 
用 价值 就 3 起 了 争论 。 许 多 统计 学 家 认为 它 没 有 实用 章 义 ， 但 车 
名 统计 学 家 H. Robbins 等 人 (1968) 为 它 进 行 A P, MACAR., 
用 价值 。 本 书 著者 认为 H.Rebbins 等 人 的 党 见 有 道理 , ROBA H. 
Robbins 等 人 的 观点 ， 人 们 之 所 以 怀疑 开放 型 检验 的 价值 ， 实 在 
是 由 于 历史 形成 的 误会 。 在 序 贯 分 析 的 创始 阶段 ， 4 Wald 提出 
了 著名 的 SPRT， 那 是 适应 抽样 验收 问题 的 需要 。 当 热 ， 在 验收 
问题 中 ， 必 须 有 限 步 抽 样 完 符 ， 然 后 作出 接受 或 拒绝 一 批 产品 的 
决定 。 这 种 验收 问题 不 允许 验收 者 拖延 不 决 ， 因 而 检验 法 不 能 是 
开放 型 的 。 但 在 一 些 质量 管理 或 控制 问题 里 ， 情 况 就 不 同 了 。 以 
医学 临床 试验 为 例 ， 假 如 有 了 两 种 不 同 的 处 理 ( 一 个 电信 4， 另 -一 
个 叫做 号 3， 可 以 是 治 同 -- 种 病 的 两 种 药 ， 也 可 以 是 两 种 治疗 方 
法 ， 要 比较 优 劣 ， 处 理 4 是 医院 多 年 使 用 的 ， 处 理 BIE S 
或 新 方法 .试验 目的 是 ， 如 时 有 足够 的 理由 说 明 B 比 4 好 ， 册 
今后 用 昌 代 赫 4， 车 没有 理由 说 明 昌 比 4 好 ， 仍 使 用 4。 

每 种 处 理 施加 病人 后 的 反应 用 随机 变量 来 刻画 。 对 序 贯 而 来 
的 病人 人 ， 交 错 地 使 用 处 理 4 MB, MYY Ys 表示 一 列 病 
人 施加 处 理 4 产生 的 反应 ， 用 了 ,YY6,*… 表 示 -- 询 病人 施加 
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处 理 产生 的 反 应 ， 没 :Yi glo AIh o Ya.Ya.Y..—- 服从 
相同 的 分 布 玉 GD Yos Y a Yos 服从 相同 的 分 布 N s1), 
假设 均值 越 大 表示 处 理 的 效果 越 好 。 PA (b A EE PE Ht m X 
Jj. 
A 

X; -Y.g ~ Ya Q1 B= HaT His 
则 和 ;Auao)。 考 虑 检验 问题 ， 

| HQ, pulQ«-— HH, ul. 
给 定 eaE (0,1), A 


Tcidnfin, nm, S.2 wb), 


这 :里 S.- DXi, mAN ba 的 定义 均 和 例 9.1 中 的 一样。 当 且 仅 当 


raco 时 拒绝 H,. as0， 换 名 话说 ,只 要 观测 未 终 正 就 不 拒绝 “处 
理 A”， 即 按 多 年 来 采用 的 处 理 行 事 。 这 种 检验 法 正 是 医院 工作 者 
愿意 采用 的 ， 

作为 本 童 的 结 来 诗 ， 我 们 特别 指出 ， 以 上 所 讲 的 愉 是 现代 序 
贯 检验 理论 的 -- 部 分 ， 重 点 是 SPRT 的 理论 ， 许 银 重要 方面 (如 
售 有 讨厌 参数 的 检验 以 及 非 参 数 情形 的 检验 等 等 ?都 未 提 到 。 对 
于 含有 讨厌 参数 的 某 些 特殊 情形 ， 我 们 将 在 第 三 章 中 进行 论述 ， 
还 需 补充 一 点 ， 在 假设 检验 的 研究 中 ， 从 七 十 年 代 中 期 开始 ， 所 
谓 “ 重 复 的 显著 性 检验 ”受到 广泛 的 注意 ， 现 以 单 参 数 指数 族 分 
布 为 例 ， 说 明 这 种 检验 是 怎样 定义 的 。 

WE X.,X,,  4ECO, n POG (9,00 Er Ph aris] oy B UL 
ads. X ati ve NE d /x,00 - e?* ""CXCEKE o A CI 
HO. £35 < (9,0), ERRE 

H 0-20,— Hj 070, 
《对 于 检验 问题 H,. 02094 Ha. 0779, 可 进行 类 似 的 讨论 )， 


设 
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PC = sup( (6 - 60v -'OO — 00) }, 
Ass nó CX), 


这 里 X.-l DX. REO «bue, mmA, NIB. 


t=inf{n, n>m, AQ), t -min(t,N5, 
HERG LN SEP Arahi Ha. bsb 
这 恕 是 所 谓 的 “重复 旺 著 性 检验 >” ， 它 的 最 大 样本 其 是 人 。 
如 何 计算 这 种 检验 的 两 类 错误 的 概率 以 及 平均 样本 量 ， 是 很 复杂 
的 问题 ， 有 有 兴趣 的 读者 可 去 看 Siegmund(1985). 


$10 补充 与 习题 
(1》 设 随机 变量 XX 有 分 布 密度 


1-8 ESEJ] 
fQ,8)37—,y-e . —co«x-«co, 


其 中 9 ERMAS, 0cCC-I.D. 
荆 究 检验 问题 ; 


Hi: 0 = eH 0-1, 


BUEHISPRTIG IE IC Reik, JEMHER oc PRERL (OD Ae 


平均 样本 量 E or*， 
(2) dE zon EO, 9, PO ER 立 同 分 布 的 随机 变量 列 ， 


Pzi= O01, Zr= De 0l 
1 


r* = inf{n;, Z E (a,b), —oo«Ca«cü«b«co, 
车 对 茶 个 1 ，f(t) -Eeí'i-too, WEH 


yetizZa.n 
El =-~- ME 
Lez) 
' 1869 


提示 ， 利用 本 章 引 理 3.4 的 证 明 过 程 中 的 符号 和 技巧 ， 先 证 
H 
effqm E 
ia f qf 7D. 


- {7*> qm 0 
《3) 设 zum 是 (PP) 上 的 独立 同 分 布 随机 变 綦 列 ， 
Ez,-pBXQ, Esi< oo, 


"n 
avg, OD, 
S51 


:*-idnf(n, Z € (a,b0)), —-oo«tacü« boo, 
mU 


b— Bb 3 
Ber EOOD VES Q0, QUD 
—n-— bo.nay z 
Es At D En Ce<<0) ， (10.2) 
EM 
B2PQ. a), az P(Z,* zb), 
证 明 如 下 : 
(—) A>>0 的 情形 。 
4 
Mp) zinf(n; Z,25), RŒ) = Zu) -5, 
Jti 
EZ,  [z,.àP4 | (Zua -BAP + bPCZ zb) 
tz «al (Z aab 
«aP(Z, <0) x ERG) +b- PCZ uen) 
saper ERQ)-bO0-BD. — 
由 引 理 8.6 和 
EZ. = HEr* 
án 
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pr eB 500 70 | 工 ERCD) 
b -一 
< Bib a) l Ez: 
此 H 
CZ) BOX. 
4 


t 
w= =z GI), Z,7 Ww, : 
. 1 
Wi Ew = —25—0H. 


r=inf{n; Eob Dh 


从 上 > 0 时 的 结果 知 
一 人 一 BC 一人》 i 
Er*an Ew + CEwi yiE wi 
—a- f* b-a) 
2-8 人 dist, 


这 里 
B*-P(E..—bb-PO. mb, 
(4) an e Ea, m POGS 1,2 E 的 独立 同 分 布 随机 
变量 到 ， 在 Pi 下 z， 的 分 布 密度 为 1 6x) OE TREE, alat 
` S hp 0D, l 
(x NEM fi 90). 
de 检验 问题 ， 
"n AE xi LIESS RE H; LE SHREE. 


设 SUL = 《r+ d*i SPRT， 我 们 可 给 出 平均 样本 景 的 上 
F: 


ZEN —-a-üa(b-a) Ez? 
Er 全 | raps Ie l4 " (10.35 
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^ b~ b-a) Ez? 
PT * Eu ll . L 
Ease dP i, p> 
其 中 
NNACD. 
TOO fga? 
a=lnA, Þb=lnB, 
H= E,Z 1-1,2, 


ZEN 
a-Qcenexpl -r ee t p Ezi -外 


p-e* 
1 1 ， 
7 
证 明 如 下 。 令 


faa) I 加 T 
gin (RD (11), Z.- e 


由 
t* —infín, Za € (0,009. 


B 0H d 
a= P, Ib, B= P Z,a), 
则 
pog Ble er? EID 
exp E,- Z,” Z5) 
exp -E (Z, 一 中 | 忆 zb) b} 
L 
Sexp{ 71 zB E,R(b) -H }, 
这 里 
这 Rb) = Lp 一 中 ， 


OM (b) = infin, Zíub, 
A 51818. 60 
1 


ERD) gop Eaz :l 
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C10. 4) 


另 一 方面 ， 
B^ etd Puce, 


iz «a 
z* ! 


I 1 
1 le * g Eazi -i] 一 A. 


az -enexp|- 
PETI CIO. 20 BLA CIO 32 5 3E. 
fa] Eg AL C10. 45 3E. 
(5) YE xoxo RECO, Po Er Hl aT BE LAE EET, xi 
ff zr fn HE CUTE BLEE 00 25 
fG,8) - expiüx — 9(85), 
Jtbodcln, 0e, D, —cox;ÜcDszoc. 
研究 检验 问题 ， . 
Hy 0s 4H, 0220; 
这 里 01«20,. 
任意 固定 < (86 ，4321，B2z1， 令 


= 0) sint[n, (a ) EZE 2) 5], 


1- | 2, H too B( gp); 4, 
1, fj. 
d = 2 表示 拒绝 Ho deiwsunHE He 
令 mE 
g-g(À,B) 一 EEP P,Qqd-2) (8—2 RRE, 
58 . 
B = jcA,B) = up Pd -]1) (第 二 类 错误 概率 )， 
Fla, P= {rd supP,(d-2)sa, sup P,(d 5 DA}, 

fz 828, 


n(A,B) s inf(Egz; (tr,d) €. (a,8)), 
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其 中 (rt, 四 表示 序 贷 检验 ，。 

TENE, 

(r,d) C FA BD, 
xb nf EJ EE 0H 
EjY -n(A,B)—Q (MA 4c B—ccl]., 

这 是 Lordent1076) 的 更 一 般 的 定理 的 赫 殊 情形 ， 详 细 证 明 见 Lor- 
den 的 原文 。 

(8) HE xz 是 (和 ,Po) 上 独立 同 分 布 随机 变量 列 ，“ 
£92 fs dr EAE l 


1 r 
ze 
rA 
f(x,0)- 

Ù, xz. 


其 中 8€ (0,02. 
对 于 检验 问题 
Ha Bz8,«—Ha Of (0.70,) 
XHSPRTG*, P), Hp 
r* —infir AC (A,B), 
d*-]1-c-l(r*«eco, A.B), 


i DUE eso, 


d* = 2 表示 拒绝 H, d *=] 表示 接受 H. 
Qc A I«SBelee, 


试 利用 $ 6 中 的 方法 给 出 这 个 检验 法 的 0C ER CREE] EEG SR s 
uii. 

CO jerat RR al f BELL ERI. x N (02, 
#0 未知， 研究 检验 问题 ， 


ü m 
H,, woteHy g^ 
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dtp Yir, 是 两 个 已 知 数 。 
我 们 可 利用 “不 变性 原理 ”导出 “ 序 惧 二 检验 ”。 
考虑 变换 ge 


(X, tn 5X8) (CX, Ci Xa) (c0, 


Xi o Y: 
EZ (vn "duit "zu 
EER 0 OFF ROBCKCORRE 量 ， 用 m CAD 3e A Lebesgue 测 
EE. Vi Anik, 
p (BD = 集合 B11{ -1,1} 的 元 素 个 数 ， 
TEULAT, Z.3CPGETAPHHE Qo mof x m B tit OG 


_ lu IX 
45 n itta) - Lr -让 u u, 


LE 


其 中 
=E, g= ASU. 
PE 
4,07 fexp{nf eo T. ,)»jdu, 
其 中 


FH) = -i u? + ygu + lau — 1 rž, 


z 1x 
T,= -a WE E.— Dr 
(77321) 


MED-A-Beo, 令 


dy, CZ 
dy, CZ" 


f-inf(n, R,CCA,B)), 


R= 
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d-i-ICr -oARIIB), 
Ct d E FE BAUR 上 险 验 ， ?是 停止 法 则 ， 4 是 判决 法 则 ，2& = 2 
表示 拒绝 H, d-ldonHUE HH, 

FE tRNA RE A, £f Laidos. 

(8) AR SE AB RTA A ih GnSPRT, ?2-SPRT^SO AARE 
TAS RERA Wt, EEE M FAREL. 按照 
所 述 序 贰 方法 的 定义 ， 是 和 否 要 进行 第 壮 次 抽样 (或 观测 ?完全 依赖 
于 前 ? -1 砍 抽 样 (或 观测 ?的 结果 。 刀 果 得 到 — htc Di 
据 花 费 的 时 间 很 从 ， 则 两 次 卸 样 之 癌 的 等 待 时 间 很 长 ， 从 而 序 颖 
方法 的 实施 过 程 将 花费 太 长 的 时 间 而 为 实际 上 作 所 丰 色 话 。 这 种 
情形 在 医学 临床 试验 中 常见 。 
^ 由 此 可 见 ， 为 了 使 得 统计 方 站 的 梯 各 县 小 而 用 实施 时 所 用 的 
叶 间 上 比较 短 ， 应 读 考 上 处 在 进行 抽样 和 观测 时 全 [T € f; EOE” 
— pue "4p EE, E pix AE, BLU *2pfngT 60 
方法 2 (Group Sequential method) My 70 年代 起 受到 小 法 的 注 意 ， 
并 成 荔 地 用 十 实际 工作 中 ， 

我 们 学 :例子 说 明 这 种 方法 的 特点 。 

在 某 姓 学 临床 试验 中 要 比较 两 种 处 BB CA ApiEHT "e ft 
两 种 药 ) 的 效果 是 否 相 同 ， 设 处 理 4 HAERES ambei TAA 
Bush REGE Xapo 假定 

- Xam NOB ía,0?), xg - NGA G3), 
这 里 atg 古林 知 的 ， 呈 是 已 知 的 ， 

AE NER. 

Hy Hae Hs- Hag, 

我 们 采用 各 下 的 检验 方法 ， 将 病人 大 分 成 N 组 ( 道 常 N 呈 较 小 
Fux 数 》， 每 组 2n 个 人 人 ， 其 中 个 大 采用 处 理 A， 另 外 个 人 采 
HAES. 第 7 组 (之 1) 中 处 理 4 和 处 理 甩 分 出 对 应 的 数据 
为 

Taj lA 
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*aiis*nisstttsYpin. 
ul nu 
lx =- olx 
n" S XAPD Fpj= SEEN 
8-1 . i.l 


dj-£,,— $5,, d 


H 
"n Z2 ZEN), 


假设 康 始 数据 是 分 别 独立 观 油 得 名 的 ， 于 是 
d; 一 n(o,” jn 2) 7 = lat, N, 


8 — Ha— Hg. 


We. jp. sw 是 入 个 常数 ， 令 


其 中 


r= min{j, (d, | [n Desk iN], 


Y 2a* 
a | Tn 
- [1, HL es, 
lo, æm, 


BUÜBUEBRIBIEWI, d EAR, d= DXGRIRHS Ho d= 0 表示 
HZH, C DEEA SATER”. 

AS E See, ,62,… ou n Way 这 应 由 检验 水 平 a 及 对 检验 的 
功效 提 是 出 的 要 求 来 确定 ， 


ft iib, iReQ—0-£-06-0, HEN 及 检验 水 平 a Fis 
T7 


a=p(d=1|0=0) T 


| 
=1~ p(l- Dali 


ea 


=e, isde, N10-0) 


dxieerdxw， 
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l xS . . 
D- 人 Bp i= ly N }. 


=1 


利用 数值 积分 可 确定 出 o — ccN ,a)。 
车 要 求 所 述 检 验 在 9 = 所 RDR- B. RU 
1-fBg-2Pcd-0|0-8,) 


iI i FE . T 
0 Me ase PelseeNG-6) 
-1 


| 1 $ In 一 
eddie deae 


j^] eN | = 二 ) 


. SG 
-y M iad 
一 |» 一 二 一 X, X 
5, var L N? 
其 中 
n 
Ast agí* 


H 
Di = [Gets Elea |«e. ESTE }. 
.k=1 


REN, a, fH e e(N ,a) ;利用 数值 积分 可 确定 出 4= ACN ,a, B) E 
AA T PFR | . 
vy. 


ck AWR ESARTE, 参看 Pocock(1977)。 例如 N - 4. 
a=0.05,8=0,10 时 , c= 2.36, 471.763. XT ZHBEIT BE EN 
一 般 知 识 ， 参 看 Ghosh and Sen(1991) 的 第 12 堂 。 

: (95 证 XlX," 4X EC, F, Po E RHA T AE E 
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. r ~ 
PQé(xyzx)-1- exp] 一 "T (xz-0.07200, 
IL 007 i 


研究 检验 呵 题 : 
Hy: 0S0 > 97. 


给 定 UKL, We vOno)dWÉEGE 


] pimss at n-1e-ug 


采用 检验 法 4 ; SARH Y D0 OEH, 

从 Neyman-_Pearson 更 论 知 ， 检验 法 4 是 检验 水 平 为 9 的 一 至 
晤 大 功效 的 检验 法 。 值 得 注意 的 丁 ， 在 上 面 叙 述 的 检验 法 中 需要 
竺 道 二 ,xn 这 7 个 数据 。 在 寿命 试验 与 生育 分 析 中 xi 表示 寿命 
(或 生存 时 间 )， 要 获得 这 些 数 据 常 常 在 时 间 上 或 经 济 上 花费 较 关 
的 代价 。 为 了 市 省 时 间 ( 或 经 费 ), 可 采用 下 列 时 间 序 贯 方法 (Time 
-sequential method), 

Xp n AP Gir 2 91 xiu xs D BIRTA RE APER, 
EC FART AE. : l 


n 
s - int[t, » min(x, tt) z0,V(n,a)s&t = max(x, ,*e,x4) n 
ici 


EERE x,..x. 的 值 不 一 定 能 观测 得 到 ， 但 对 任何 
i 守 0， 可 观测 到 下 到 数据 ， 
o omin(x,,D, I(x,sg) GS l,e), 
这 里 14 是 集合 A 的 示 性 图 数 。 从 而 5 的 值 和 


n 
Si 全 S mincs; sTo) 
i=l ` 


的 值 可 观测 得 到 。 
我 们 采用 检验 靶 &;， HARMS, 07 OPIHBISH,, 
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木 准 验 正 : d 3 前面 的 有 相间 的 检验 水 平 与 相同 的 态 黎 湖 
Ak. [Bom dE AER IKE FR] ff ARE S-o ak RE EE 1n Ma TU e fT 
Ad xi. ABER SEM ADAE RGSE SR Ek 7 EE. 
HEX. 2A Ghosh and Sen(199 D js 2738. 

dD 本 章 中 的 许多 概念 和 结果 二 推广 内 指数 理 的 随机 过 程 
的 参数 检验 上 去 。 

FOX. iS ERE 7S IBICO, n OOED EX (P E Brot 
i& 5X A h AEE, 其 中 838 是 玉 知 参数 ，9 = (8,8)， 
-Ei ETC ,00), Pu(xo4 2 OO S A FL AE fE REEL 0, x, 
RTRM BE ;的 分 布 密度 是 

DG,x,8) z expéüx 一 此 (9 (x € E), 
WI ERCX £200 RE dr PE RO B HL ER. 
Jr i Poissonjd Ei ft Wienersg fe SA 8 Ex Ans BG PLE Pe. 
IUE o Ea Us [np E 
His Ozh eH: Og, ' 
Kp 0,0, 是 两 个 已 知 的 参数 值 . 
令 
F000) (Oz), 
可 以 证 明 ， 在 ZF :上空 庇 Ps, 对 Po 的 Radon-Nikodym 导数 为 
A, SEXP — Ox tO — POH). 
fixOAXIGIeBeO, 4 
z* = infit, AE (ALB), 
(b Sito BA xA, 


2, "HI, 
CG* P) RE EVESRIIPNEBISPRT, Np tE ERN dtt 
kW], d* = 2 表示 拒绝 Ma. d* =] 表示 接受 Hue 
对 于 这 个 SPRT 以 及 2-SPRT 等 检验 法 ， 现 代 已 有 许多 研究 ， 
参看 Frle and Schmitz(1984) Fe Bcc Ifl C987 , 19891990, 1992), 
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第 三 章 序 贯 估计 


$1 引言 、 无 偏 估计 


序 贰 估计 就 悬 用 序 贯 方法 估计 益 体 的 特 性 佳 ( 比 如 估计 总 体 
所 售 的 未 知 参 数 的 值 。 估 计 僚 数 的 国 数 的 值 等 等 Y， 与 序 黄 检验 
相 类 似 ， 它 的 重要 性 也 是 在 两 个 方面 ， 一 方面 ， 序 贯 竺 计 在 许多 
情况 下 比 起 非 序 贯 估计 ( 即 固 定 样本 量 情形 下 的 知 计 ) 来 有 较 高 
的 效率 ， 印 为 了 达到 同样 的 合计 精度 ， 序 贯 方法 所 E 的 (平均 ) 
样本 量 要 小 些 ， 另 一 方面 ， 在 某 些 情 襄 下 不 存在 非 序 贯 的 估计 
薄 足 所 提 的 要 求 ， 但 有 序 贯 估计 A 平 要 求 。 这 后 一 方面 告诉 我 
， 们 ， 序 货 估 计 是 不 可 少 的 。 

序 贯 估计 包含 订 贯 点 估计 与 序 贯 区 间 估 计 丙 种 ， 序 贯 估计 的 
理 讼 和 方法 从 五 十 年 代 以 来 有 很 大 的 发 展 ， 研 究 的 问题 很 区 ， 访 
站 也 多 种 多 样 ， 但 应 读 带 出 ， 岗 缺乏 统一 的 方法 和 理论 ， 序 贯 佑 
计 的 研究 疝 未 达到 成 就 的 阶 段 ( 贝 叶 斯 估计 的 情况 要 好 些 ， 第 四 
亭 将 有 论 带 )， 本 章 不 企图 对 序 质 估计 作 最 一 般 的 理论 概括 ,而 
名 对 一 些 常见 的 分 布 及 一 些 具 体 问题 叙述 TE s 计 的 方法 和 理 
论 ， 外 

究 特 点 ， 

二 

XX ate EN, F, P DCEO ERATARA 
APART, Qu 

8-4a,b»xG, - coxca«cbazoo, 

“G 是 一 非 空 集合 ， 台 中 的 元 叫做 讨 大 参数 。 当 9 恰 由 一 个 已 知 元 

滩 组 成 时 ,8 变 成 了 单 参数 集 ， 显 然 
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B-í,,. HE Ca by EEG, 

我 们 特别 甘心 下 列 间 题 ;: 

1) $H e OB —REHb , OLD f ERE o C9 200 f (E pL O8 Lf 
iB. FEH iR Semi. 

2) 找 出 6 CE — BE Bb Lg CO B FR s T BE 6 RF EC [d 

HARK., S HERD ERS MAAR, —-dÉBEIE 
EH —— tr Vr 3R CV A E dm E ER M Co dii BED 3X 26 BH PX s, 
nebh 的 停 时 7! 来客 示 ; 另 一 个 是 侨 计 路 则 一 -- 它 告诉 我 们 ， 根 
据 观 测 值 ( 样 本 值 ) 妈 何 确定 被 估 的 量 的 估计 和 值 ， 这 常用 函数 
dzd(QX, X ORAR O 的 值 是 实数 或 区 间 )、 

当然 ， 还 有 许多 问题 未 能 纳入 上 述 模式 ， 只 好 具体 问题 具体 
分 析 了 ( 疯 本 章 34 和 $5)。 

在 使 用 序 贯 方法 时 ， 观 测 费 用 是 要 考虑 的 。 KARI LO d B 
级 数 的 概念 (在 第 四 章 中 要 专门 论述 它 )， 但 要 求 序 芙 方 趴 的 平均 
样本 量 小 ， 这 实际 上 也 是 要 求 观 铀 的 总 费用 小 。 

读者 从 初等 统计 韦 中 已 知 , 估 计 值 的 优良 性 的 标准 有 好 多 种 ， 
最 简单 的 一 种 是 无 偏 性 ， 对 序 员 个 计 也 可 以 定 交 无 依 性 。 本 节 的 
剩 下 部 分 就 是 讨论 “无 偏 性 ”的 定义 及 有 关 的 性 质 . 

LA FUE gf 中 是 8 biy KEAR t JEFES CX Su nz 1; Bg RR, 
dlwar F a) EESTE PAAS, E 

Q= (t Twa}, . 

F, ={E;, ECO p 3l, EN (c9 n) €o(X,,,X,5)0, 

定义 1.1 P$Rd-d(wo) Æ 909) 的 无 偏 估 计 ， 如 果 Ed =g) 
(—8)8€ 65. 

大 家 知道 ， 在 固定 样本 旱情 形 下 ， 无 偏 估计 的 方差 有 确定 的 
下 界 。 著 名 的 Rao-Cramer 不 等 式 就 提供 了 这 种 下 界 。Wolfowitz 
C1947) 将 这 个 不 等 式 推广 到 序 贰 估计 的 情形 . 


T URE, REF TERG. PRR HEI EMM, HERTE md 
HETO. i 
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XEXE1.0 EX Xn 3560,40 ,P,9«0€ C3,5)5 [893r El 
分 布 的 随机 谈 NU X, mno EE AE CO CET cC Tj RE UMIE 4, 
g C) dk XE E ed ERR T TEUER Lg m OX X 0 AE JOD 的 无 仿 
tiit. RE FIZIER E 

(1) [ .9 HEZUR 


. =i; 
l-. 86 i 


c ree (E; pesa o . 


C3) S fEfa[ ngl X ng Borel dE B., e 


sy]. cus AG Dd 
a {=l 


可 以 积分 号 下 求 微 商 而 且 级 数 > OLTRE 17 


mp sie. 
" 2 Gg' CO» ` 了 
E, (9 — 9€00) TELA (1.1) 


证 明 不 妨 设 Erco H Esl -000 之 cot 否 则 ,1.1 是 
显然 成 立 的 )。 当 然 ， 有 7 维 Borel € B, 满足 ， 


{r= n} -ÍQX, M Xa) E Ba? ml) 


于 是 
yO = Ep =E A(X ire XG) 
->| d xo TL IZGu adr 
n-i” Bn man 
" 


g’) = XÍ, dr, xa) » (TIo Jae" 
n- n il 


2x FE e S 324 . 
Xj. G5, 02) 5; On A600 
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* Fridu 
= Di AX X D ag da FOX, 3822 P, (dg) 
PEEPILLLT 一 


-E (2 3 《ln Kx, 5). 
利用 Wald 9[BE CAE — gez gm 3. A 
E(X 2. din FX) 


=E; To E,( S (In f(X1,0))) 


= Er, pÜ a fx, G6) ag, 
ET ET 


于 是 
fF 


r " 5 3 : 
Lg’ CO)? «E, [go - gC0») - XE (ln fO 4,0)) | 


2 a i 
«EQ - gy Ear. E, (in 10,0) ) 


= Ed- 9) E,r. I(0), 
”由 此 立即 得 到 不 等 式 (1 .1)。 证 毕 。 
BER e X H6 2) Fi eg ic FGO,0) 4E X, X, 是 入 的 笠 本 ， 


当然 X= 二 Nx, 是 均值 9(9) = E。XX 的 无 偏 估 计 ， 如果 + 是 


X41} 的 有 限 停 时 ， 是 否 X, PE 也 是 均值 的 无 偏 估计 呢 ? 


答案 是 ， 不 一 定 ， 
FLT IEX Xp EOF, P a3 COD. E fe 独立 同 分 
布 随 机 变量 列 ，XX| 服从 VEU E T 
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FCA, IBES a=1— P(Xl=0), 


fRrcinfn, nii,X.-1). A A PG d. HER di 


= 了 
X.- E] 
T 
EX =- i H fran _ TET Lo 
e (OX q ü 一 i= a "E 
EET 性 = 上 


- 5.9) x0 (6D, 
i- 
e X. AO tetit. 
1,2 X pAn e CQ, A Pua G C Oaoa, 00) 
Az fra d vc ma A LE Te], 
3 re o ly 
~A 2 =- +. X. 
Xis NoD, Anso 之 T 
Spro, Sis SO XQ (NBC 


8o] c 


EFASE nS, RISECLESS X, = 1 XX: 是 4 的 
XR. 

从 这 两 个 讽 千 看 到 ， 在 序 货 样 本 下 ， 要 得 钙 无 偏 估计 需要 对 
基体 问题 具体 分 析 ， 不 是 很 容易 办 到 的 事 。 由 于 这 个 缘故 ， 在 必 
贰 估计 理论 中 ， 无 篇 估 计 不 占 特殊 地 位 ， 我 们 并 不 在 各 种 其 体 问 
题 中 以 获得 无 偏 舍 计 作为 重要 日 标 . 


$2 上 内 努 里 分 布 参 数 的 序 贯 估计 
BX oX an E OI Pp) (0<p<D 上 的 独立 局 分 布 随机 
LE IPS riri o 或 1 3 
Ppg(X,-1)*pe1-PgQX,-0), - 
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这 里 P 未知。 如 何 祖 据 观 测 值 估计 5 了 我 们 很 容易 呈 出 宽度 任意 
小 的 置信 区 间 吉 实际 上 , 设 Xi XS 是 样本 , 则 Jas DX: 


Eo REM. 


对 给 定 的 YE 00， DR d>0, Pn Ni 


l. 
4C1— yd 
- Py Xs PSAE 了 性 一 六 二 二 一 ， 
于 是 - 


Poln dE Xa td) eY. 


(2.1) 


这 表明 (了 。-d,Xa+4) 是 记 的 置信 人 区间， 其 宽度 是 24, 置 信 水 平 


是 了， 


对 于 参数 7 ,我 们 最 关心 的 是 丰 对 误差 足够 小 的 估计 值 , 即 对 
任意 给 定 的 置信 水 平 YE CO, D R dE (0, dedi fi f e 满足 ; 


Pl izeja) >y (一切 P )。 


(2.2) 


这 样 的 佑 计 值 "是否 存在 呢 ? 我 们 首先 指出 ， 在 固定 样本 量 


情况 下 ， 涉 管 样本 量 多 么 大 ， 这 样 的 ?是 不 存在 的 。 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 。 假若 有 Y= 9X, 

(2.0, iih2600,,0. A PEBIEOLUEGT EIE, 
(D 天 =0， 此 时 


Ps |? ?| >d| mPQX,20,, X420) 2 01-p)", 


(2) hse0, KERSER I5, dn 


Zi (|: LP ?Izayz, ( "P 21) 
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eX n hd 


—-PQ XQ-0,-—. X. = 0! 
= (1—-p5*. 
KEBAR Hyd 


w^ tpe) 
p P - 


x 5.9) 80S. XX PB ER. mie? (无 论 固 定 的 样本 量 
Sz E.D. 

下 面 指 出 ， 可 从 适当 的 序 贯 样本 得 到 序 贯 估计 ?满足 (2.2)，, 
我 们 用 两 阶段 方法 人 获 到 这 一 点 ,从 刚才 的 讨论 看 出 ,固定 样本 量 方 
法 之 所 以 行 不 通 ， 就 在 于 未 知 参数 p 可 能 任意 接近 0 。 我 们 要 通 
过 第 一 阶段 的 观测 值 找 5 RET ER. 

引 理 2.1 i 


则 有 
inf Pp ip 9,, 2v. (2.3) 
a 


证 明 Pal. 5P.(QlIbp-Y 0 


=P, (: r) 
> la(1— p} 


= (1 — py YAna -PY my 


这 就 证 明了 (2.3? 成 立 。 证 毕 。 
定理 2.1 设 n -dnf(m; X 91),7, (0) ,JX E 
1 
- LfÉfltYMMT 2 4.4 
nck) = [(1 (= y) [4 jn (€ (0,1). 


KRIE DX QI 


t= 
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P iY zP] - "| 
VE CN 
Tz 
P, pit p | g 1 y - pp sad; 
2 pP 下 P| ~ Wis | e T+ | = | 
TP m ' 1 ME i ; 
l-F — -— ， 1 i ~ 
Vm. —« 二 I Py(r, 5E, pm gk, TERY >,X ri e| sod] 
z PEE AAF jal : 


i—y . : - 
=i "i M Pac -kMPgC| Xa ol z pd) 
Ri SLcP 


El WT Ppa k sly Ep Ta, P 


PA 
2 gp p*d? 
.l- — i 
TF {T J 一 
2 QT. PI ,nOOd? 
-i-7,.1-7 EP 
E 3» d EES =] Fy 


AMER T (2.400 ir, 
显然 


Epi 7 Sk -pkp L, 
k=l P 


Ept s Dna P,.u-k)2p. SnQOQ-p*, 
kzl 


Eck 


n) ~ aa k>), 


(- Iah 707 ya: 
2 2 


i Eto, MACD. MES H, 


Eye, et) mE (Pp VOBD, 
这 里 


1 
C=11 : —. 
(nie 
242 


定理 2.1 EH. 
定理 2.1 RRR UE REDE E Eg ao aE TH. 


Bi Rito HEP Redes toe O(1)e 40)。 自 然则， 是否 有 序 贯 
舍 计 ,满足 精 诬 要 求 (2.4) ,而 平均 样本 量 的 阶 当 p t 0 时 比 O( 二 ) 
更 低 ? 我 们 说 ， 不 可 能 有 更 低 的 阶 ， 这 从 下面 的 系 2.1 就 知道 


定理 2.2 设 = 是 CX s HELM 的 f£E— PH, =, 
中 满足: -7 : 


inf P] Por |<al>r, | C2.6) 


这 里 YE (0,1) ,dE (0,1)。 则 对 一 切 PE (0,1)， 
Paarl, 
其 中 MN 
T, -inf(n, X,-2]1j, 
证 明 上 用 反 还 法 。 设 有 P. KEES nitt 
| Py (t=m<7) 0, 
Bairam) Eo, X md A Borel $ B iki 
(v2mcni-2(0X,,",X4€B), 
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FERO, O0 DEB, Ë 


l 本 
EE 
PQrem«nisP,tDmisQO-pT. 


HE OS, 10) RAM. 628 A30, Mp ILI 


P (195 $-n SA SPp(r = mr 2-25", 
从 面 得 
名 一 六 |- d)z-z] 
Anh Qm) 
这 与 (3.6) 相 矛盾 。 ie Ppr) =l, ür&. 
382.1 在 定理 2.2 的 条 件 下 ， Bgm. 


Ept Ept = Pu 
p 


更 在 问 ， *t fEST S s>0, 是 否 可 找到 序 货 估计 P 满足 


O-P-cl 


f-P * ck 
sup Ep (2) XE, (2.72 
这 个 问题 与 前 面 讨 论 的 问题 关系 密切 ， HARIA ER R. 
f4- 、 
zp-dnf(ín, X&4--1:;, 
né s )$[1,2,8,)18H EH Er EBORE S, 


a= nT, Ult. 


则 


-p Ppi s DEl Ea 7 P2* 


k=l 


v o0 
ngk) 


kal 


可 见 ， 为 了 (2. T) 成立， 必须 日 只 须 - 


l o 
2 "ORE | (2.8) 
我 们 要 求 Ept, Ri | 
I nk) os, (2.9) 


HPC 8)30C2.90 Eg nogi, DUC 
nC) =K [Ge + 
就 可 以 。 
A«.SOd4EAn - 


sup P (|>) 


n=pel 


RER := 型 (1 一 让; 则 这 里 的 就 适合 (2.2)。 要 和 注意 的 是 ,定理 
2.1 中 的 mn 人 不 满足 (2.8) 。 


83 正 态 分 布 参 数 的 序 贯 估计 


dX piE X, Xs, XQ, F 一 cc 9-0) + 
的 狐 立 同 分 布 随机 变量 列 , 六 ;一 六 (4,0 u, o 都 未 知 ， 我 们 来 研 
2g 9 frt iE fet. 
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PA A: 给 定 U0 RY€(O,D EEG EIE n Rr, 
X) ;i 满足 


Osce. PLA, (3.15 
P pol P TRIE O E (—UbHS,OO. (3,22 

问题 B : HEDO EDIFE Nn M oA e, OihE 
sup Epo (FX my) E (3:3) 


EAB. DAG. DEKE. 0,0 RH fic 059 E kF Y. HK 
诬 不 超过 【的 置信 区 间 ， 

我 们 首先 指出 ,这 两 个 问题 的 答案 是 否定 的 。 以 后 将 会 看 到 ， 
在 序 贯 样本 的 情形 ， 即 用 适当 的 停 时 代替 上 述 的 固定 整数 n, RI 
有 和 相应 的 9,,9,,9 满足 (3,1),(3.2) 和 (3.3)。 

我 们 来 证 问题 A 的 管 案 是 否定 的 (从 而 问题 B 的 答案 也 是 否 
xit. | 

定理 5.1(Danzig，1940) PEE nX np XE 
PX ,, X VREG. DAG. D, 

证 明 如果 有 Pist WEG. D, $e 8 d 4a HU 使 得 

Ppa lP LP Y. 
kmb, $ 


= ECX atts AX a) = ic $3), 
则 | | | 
| [6CX ,,,X.2)— m| «uH }. 
取 正 整数 N 大 于 7Y"! ,再 取 L ME: 


Boa |a ml G= 1,2, 2N =1). 
， 于 是 集合 


S, = [Comin 8Gas nnn) = s edt] 


qi= L23 = ,2N) 两 两 不 交 ， 
192 


[Ps (Gm, XA ES ~ P4, (00, XA ES * 
fet) elo d esr] 


-exp| -L So np? haxa ža. 


k=l i 
E 一 
<f- o) exp — - 2» 十 Air) } 


n 
I l 
— exp| 一 E 2 5i) | d Jed yn. 
-l 


PARRE HRA RR: 若 {fs.no} EO n1 ERE 
fa TIER NM, 


Infa), limf fa dv = [^ dv, 


则 limf Ifa- fldr=0. 


于 是 
了 €$,) - P, c(OX Xo ES =0, 


可 见 存在 0,70, —p i2 1,2, ,2N 有 
Pa e COS Xn) ES} - p (Ot ns X DENH 
EE EMIT. 


DEM 


P, r1 RECETE X 4) Ed, gi 


[s 
Pa lum XES A, 
即 有 


P. roro 090€ m X a) -H4,. | <4 et<r, 
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更 有 
Pa. e UB. PY 
. to o 
jxXU](3.207R ET. üEHS. 
MOEH. 1 EHEH mfRfEe-90X., X. 80.3). 


下 面 指出 ， 采 用 序 贵 样本 ， 情 况 就 不 同 了 。 Hr ”ein 的 
两 阶段 方法 


从 定理 3.I 的 证 明 过 程 看 出 ， 由 于 oT IERA, BANE 
样本 量 方法 出 问题 如 果 "已 知 ， 划 取 


£,7 X. -d, e- X, ed (这 里 4= du), 


53.1) 和 (3.2) 就 满足 了 。 这 里 4 满足 


vmm 2 Fps ^ 


MESRA, Stein 的 方 靶 是 先 取 一 个 样本 用 求 估计 oM, RA 
再 利用 这 个 估计 值 确定 第 二 阶段 的 样本 量 大 小 ， 具 体 叙 述 如 下 。 
取 m2, e 


r= inf{n: n2mB aan. 1» 1-7 -zh 7 EPE S. 


这 里 4= 二，tw-ive 是 严 - 工 个 自由 座 的 上 分 布 的 分 位 点 ， 即 有 
Ptm-ive 8, 
显然 Pro e)l KE 
194 | 


1 v, 
的 长 度 为 
2v - d 
vemos] è 
我 们 将 证 明 | Ü 


引 理 3.1 Hn Yaoi oDi OB 


i 
Ui = Xs = X pta. n 
k-1 ` 


证 明 4 p 
Ui = 二 (Xi -AG =l, n), ~ 


Jifu,, in 独立 闻 分 布 ， t~ NOD. 4 


Qu, eB, ci) S1, en 1, 


"= AGF 


Yan = l eu, He t Un), . 


r y n 
By. IEAA, vi NO, D.LAR: XE —BIiz2, 


eben peec gto. 0 Q9 
DER 
Wi Ju, unu; 了 IT 1, 的 变换 是 正 交 变换 ， it 


1 - 
yite tyi + = uj, ` 
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yike yb -Xaj -iao Ayo- TA 


了 = 1 


由 此 x 即 得 sica. 3). 由 于 人 只 E Pis Yn na CE DM 
Xa = dH 内 与 4 有 甘 ， Ne XB ivi EARI. 证 


引 理 3.2 kirste) RRR o CE m y sf (om 20, BF 
—H) nim, . 
ft = Eroi, vi, 
由 有 下 殉 结 论 
O © X MDEA 
GD) Lyr (E, -~N 0, Di 


Gii LVT (X, -DIRA m- RB ER € AUS 
证 明 


En X= B] | XndP 


tsm isin 


-5 Puo = Ero Rn 


Ton 


=u, 


nj N X. Ee E ai. 


Paf IVETA coms vay ) 


: Ly ,VARs 
` Pu 人 (rm 了 一 E) 


"ccn 


S Paot =n, zn a) CEs TES 


n-n 
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-5 Profz=m Lom) c 
= TOIA Ius )， 
这 里 9 CO EE ds D MAR. ey coti 
Paf ra. maa) eco. 


MN 站 与 二 ww 相互 独立 ， 从 而 六 Lv CR， -中 服从 


全 自由 度 的 上 上 分布。 证 毕 。 
定理 3.2 i r e. DOREM, 


12(X4,- Ümtp Li, 1-Y, X. + 


Umtm_ 1 ， ix), 
1 i i 


则 
i) Pa EEDS Y 
" Le go ad, 
ii) Ese (Xs, 2791 ST ze Hm> 85 
iii} East >My 
iv) -EpsrI c mgtl- Gui (Y), 
ix 
4-3, t Uni 1 l-Fs 


GOO k A Do a Bel x* 23 dB ER, 
| mm — 5d? 


gl 7 


m= mGa., o) hord - Gn.i QD. 
证 明 ”从 引 理 3 .2 知 i 
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P, (uvm AEE = 


BDZpP.,QOREC DD — Y, RREH T D. 


E,X. 70) E (CERES eng) 
ig * Eg và 1, 
di. nO. H)" 
eg, (EpL) 
l d? m-l] 
1 m-å 


因为 
Paol mm) Pre (mE i) 


: mim- Dd? 
= Ps( xam an > ) - 


=Gm-1 CF); 
x gy-tO DU gib o kom, 
k- 一 km- 1)d? 
Pae 050) = pes ds OL DT), 


于 是 


Enoti Gm-] o» «( m P 


i08 


3 


LI m-5 
` m*a-chtx 2 dy 


k-mel - y 
2 e | 
m- 一 -1 
fa... a) «(a^ 7r ml) . 
^ PNE: 
af mecizx a dx = mGa GD +l Gm CHY) = fs, 
y 
[a] PR 


- - -1 
noricCmGm Cy) «(zu r (821) 


n MGm-ı G) + do a - Gs. G2) * (7 Gai (22, 


ELEI Y iv), 定理 3.2 全 部 证 毕 ， 

定理 3.2 告 诉 我 们 ， 用 Stein 方法 的 确 可 以 得 到 宽度 不 超过 给 
定 值 的 置 储 区 间 。 这 个 方法 的 缺点 是 样本 量 刀 的 大 小 不 能 控制 ， 
当 o 很 大 时 ，Ess 世 可 以 取 非 常 大 的 值 ， 此 外 ， 在 估计 "时 只 用 到 
第 一 个 样本 ， 人 和 信息 利用 不 充分 ， 第 一 个 样本 的 样本 量 如 何 确 定 也 
没有 回答 ， 如 何 改 进 Stein 的 方法 一 直 是 现代 许多 学 者 的 研究 对 
象 ， 这 里 只 介绍 一 十 理论 上 比较 重要 的 G，Simons (1988) 的 结 
X. f i 


. 前面 提 过 ， 当 nn 是 不 小 于 94? 1: 的 最 小 正 整 数 时 ， 


Paol Kr, ~ deca Xu, +D, 


从 定理 3.2 知 


2,2 
E, EIOS. GO S AI Ga O), 


注意 0 一 时 ，y-*0， 但 是 


i=tm_ (1.1 Hp 
: 2 2 


(ta 是 标准 正 态 分 布 的 份 点 )， 故 
lim (Eagt, =m) = oc, 
HiS, Stein 方法 的 平均 样本 量 与 ?已 知 时 的 最 优 样本 且 相 差 
可 以 任意 大 。 
1968, C. Simons EH] T F Zl £8. 
命题 dX ) 


2 
. — Lov 
tainf {fn n>m 且 n> 里 (41)?| 
2 


(这 里 ss 是 标准 正 态 分 布 的 上 俩 分 位 点 )， 则 存在 正 整 数 上 注 足 ， 
| Paol Xe k cd MLXN,L LS Ed), 


EPMICIESSEN ES m+ k(—H,o), 


En T Tiu? ioi Rob GE dt 
这 个 命题 告诉 我 们 ， 若 采用 置信 区 间 
1= (不 ,由 Xs d, 


财 牌 信 水 平 不 小 于 7”， 而 且 平 均 样本 最 与 已 知 时 的 最 优 样本 量 
相差 不 超过 一 个 固定 的 整数 。 换 名 话说 ，o 未 知 时 只 不 过 比 0 已 
知 时 多 观察 总 体 有 限 次 ， 不 过 对 未 找 出 明显 的 表达 式 ， 这 个 命 
题 的 证 明 很 长 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Simons (1968). 
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$4 置信 序列 


前 面 我 们 对 中 努 里 分 布 的 参数 找 出 了 相对 误差 任 SU hi 
证 ， 久 对 正 态 分 布 的 包 值 找 出 了 宽度 任意 小 的 置信 区间， 方法 
是 :只 体 问 题 兵 体 分 析 ， 分 别 用 了 特 屿 的 技巧 。 本 节 则 在 利用 加 
.入 序列 这 个 工 共 进行 一 般 性 过 论 ， 所 用 的 方法 能 成 功 地 解决 许多 
问题 ， . 
l EWEX X, nm ECOL LP D ERIR rp sy qp RS ELE 
S85. HA X BATWA I37.(0,0) £8 x G.. VE TaCX ín 
X 0 HTEO, 

定义 4.1 BRIDO ocn Xu. nm kE v 898 
RJ. S*-HO,00ce6xG, 

Poo td € Pa CX qm X40, A-inn Y, 

如 果 日 是 距离 空间 ， 卫 . 
PU - UE nzm, defe Ôn ETa xn 使 得 [im fa =0)=1, 
MER a 是 相合 的 ， 

称 {T 1} 是 终于 退化 的 ， 车 

P5 lim &(P4QX 4, Xn?) = 0}=1, 
这 里 2 六 表示 集合 工 的 直径 ， 

49 - <a,b>( 区 问 )， 
下 
B (Ta RABTA KRAL a E 找 到 终生 退化 的 相合 
的 置信 区 癌 列 。 这 种 置 售 区 间 列 有 什么 用 处 呢 ? 请 看 下 面 的 定理 

4.1 和 4.2， 

定理 4,1 浸 对 参数 9， 在 在 终于 退化 的 相合 的 水 平 是 EVER. 
fix By cCE S04). nami SE HM Pu ns Me 
Tm UR CX, m X a) (ze mo dile Blas Se, MA FF E: 

i) 对 任何 49, 494 


3 


c,-dnf(n, nem, 9 En <2d}, 
1 . 
六 = 可 (人 + - 


. 则 有 . 
Pee TIE00)=1H Po dagt, tdr. 


ii) 对 任何 1240, £4 


- intís, l-4d., 1:4] 
T= in D nim, OM BITTE 6-4 


à [" QqoD, HE., >O, 
? n, (1-4), HE., «OI, 
则 对 一 切 9 所 0 及 oc 有 m 


P 


证 明 BA En T.) nzem) Ef TBE A H ic 


Pav (lim £j = lim na — 0) — I, 
- a n 


T | 
nd by, |). (4.1) 


因此 
Pes, coo) = lG- 1,25. 
TE 


(uw; € G., m, .,99)2 n (9: 8c (0,5), 
JA Tf 
Paol- DEP, (€ (C,,0,)) 
2P, (f) eeduaopzr. 
XXWERbuEBj T D. 
为 了 证 明 i)， 分 两 种 情形 。 
202 . 


l 
1 5$ 1l-d, .1-4d,.1-*4 
i249 uus Tid Tr 
1 _ 2a) 
ZU E 
PG.) 
> P (1 (seco y). 
Q 9-0, HEr 


$6:-o|[«4)- Poo( at Loco i. ) 


8 
_ l+d 1*4, 2 
gv Ë: 259 i 4" 


Pen 人 


zB fi (faces) ) 
mem 
Ir, 


Ric, HX p0, (4.1) 成 立 ， 证 毕 ， 
定理 4.2 在 定理 4.1 的 假定 下 ， 有 下 列 结论 
i» 对 于 检验 问题 ， 
s Hyu 02099—Hà 0505, 
E SC EISE l 
rcinf(n. nm, Elnan) (4.2) 
一 旦 观测 停止 就 拒绝 假设 HLCHCEDRUBNDE GE IE SEC IBAB Ho. W 
这 个 检验 蒜 的 功效 是 1， 第 一 类 错误 的 概率 不 超过 1-y。 
ii) 对 于 检验 问题 : 
Ha Oah >H 90506, 500 
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仍 用 (4 .2) 定 文 停 时 r, — EL ES EUM ELO E RE ATE 092, 
就 接受 瑟 民 只 要 观测 未 停止 就 不 拒绝 五)， 则 这 个 检验 法 的 商 类 
错误 的 概率 均 不 超过 1 -7 
证 明 DHE, BT 
Poo (lim £,-lim,—-0) - 1, 
BOSP Creo) = 1， 反 而 第 二 类 错误 的 概率 是 0 K 
Pa o0) = Pa o GpdEnzsmik BoE Ca T2207 Y, 


BEAR AE E TR Bu BERE AE — Y. 
iQBEHB. P4 OxLOSMN, 
Pos EL POOLE.) 
sDP..OfpTEnzemdBOC (.Q) 
ui-Y 
259704 lf, 
Paota 3 & Pas COT, 
XLPavCÉETEnzemiBfd6 € (Gu DO lov. 
aT UR BR du IER K RARE RAEL- Y. 定理 4.2 全 部 
WERE. 
XU HT UE de e PROBE RR HEU. gu HOUR 
许多 出 的 用 处 (例如 ， 在 选择 问题 中 ， 参 君 林 书 第 五 齐 $2)， 
怎样 才能 得 到 终于 退化 的 相合 的 置信 区 间 列 呢 ? 我 们 要 给 出 
两 个 一 般 性 定理 。 先 证 有 明 两 个 引 理 ， 
51384,1 VE X. X, AERE RICO. n ,P) 寺 的 随机 变量 
J|. KÆRI CA, B Bn IER REOR, 8X o8. 上 的 
SURE. Xor X OEC REG x ex a IU S RC FQ snnm Ua)» 
MARJ In m uui nm. 
i) 0x;g, coo, gr SETZE mn] Edgy vr adigi s 


ii) | Bn ca (Utt Ug aigu LL (dus Lu 


fusi 
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mig (0, 0,4) (3.6. HX tt X HOD 
ii) Afa CH, un) 2 0, Dg On R2 = 0, 
A 


Bs CX Ln X n) E 
Zn? Fa X n Xu E 当 分 母 不 为 0， 


0, 其 他 情形 ， 
Fp FEX pte X p QUIZ, 
WCZs unc DAEdRRS ER. 
证 明 


Znr1dP 


Hm} 


gaCX o tm Xni ap 


| 


Li SEES AEE LE Py uk 


- f Bai (Htm Hg Ld rm dau, 


rir 


T1 
=f] | Fn: CH NETTES 
+l 
<| gra a dH, sedha E Z4dP. 


UX exem n 


XMBEBET ZZ... nm DAdEÉ LER. HH. 


O 8|84.2 iE Xi XC S POG(OCO) LER) BS UL XESE 
Aj, XE, DRA m OD RT MBA EH, o dE n EB o 有 限 
DEEA pt X DEP iix tm x Ha RI REE Pu nun ua 8) 
Cr L35SEIRLH. EUPOE RED. X HCOXdE 6,70) LOWE 《这 里 


.多 6 是 日 中 的 5 代数 )， 令 
Za = | PX Xn GI (40) /Fa X ss Mns 0), 


n= TN LX QD Z5 D, 


Wil CZa Fan EDE, PERS ES. 
证 明 令 


L 


Maf Gee, tns0): | fasi nmm, n^«13 GHn, (dus i) 


Tatl 
天 六 o}, 


易 知 | 
HpX X HCM 4) —0, 
这 里 
MaF iG, rm Un): (Uu, , t US 8) EML 
由 Fubini 定理 知 


Ba X n X dH. x HCM) "s X ote XS Bn CM 42H (dB) -0, 
但 - 


HQ XX Hn x HOMO | HOM "i "25)d(B, x x H4), 


这 里 
AI an {f Custu 502 C M], 
HOM'"17*s) zQ (a.e. H, X t X SD, 
4 . 
Ug (Urt RS = [fenem simae, 
ii 


f Ug ci 045,7 IPED L- EEES UPSR) 


p J 
nii Cts ne E na CHa, 24 H0 


-[ fionem ns HOO 
EE 


= ga Hja VO (A.B.  Hax orem X Ha. 


DEFA ER. E. 


a 
AMI 


PAHA DAR CZS Sz] 
定理 4.3 (Lai, T.L., 7076) WE XoXo” 
(Q. Pa OEGE ta, D, —cooxtacbu cc) 
上 的 独立 同 分 布 随机 变量 列 ，X: 的 分 布 密度 是 
fx = expiüx 一 由 (90 > 
CE FAX DRIM EVO, HOO Ee Etre. CE eng gg EX fe 


Dm EIE. x60. 4 
Gs GS) = das ACORH 


| envio —AMSQ. n VOD -PPH ID «ce 


这 里 SaD X CED, MATA E 


i-1 
i) GS = (AVI LAS, Hp AA. 
i g 
POS BESTES ABS n, GOD RD -Il 


那么 
Paim AU x lim i sil, 


pif [N EG Sa a -lac». (4.2) 
nal 
证 明 4 
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Za = | expibSn -NPH (AD /exp AS, - GO Q12 D, 
让 引 理 4.2 知 {Zn} 是 非 负 上 蒜 ， 从 第 二 章 引 理 9.1 知 


Pf ]í4€ Ga CSa) t= PLOl- nla Zae} 
"n-1 
allg. ] 
Jl- — EFZ=1-—H(9), 
€ E 


这 就 证 明了 (4.2) 成 立 。 
全 AD = ogXi， 易 知 
HCO) = Y COD, 
B (D =p - DUX I CH2) 50, 
WEO ETAR. A 
gd = espi — 2284, —n VOD -yay a 
Bit] 


29 = IAD- Sa tnp GT, 


， | 
LEIA DE Sy e^ COT + gU, ny CA) 0, 


可 见 对 固定 的 9，g(4,0) ABS TE He ERE, 8 BDLS, 时 ， 


9CA 008 APER UR, 当 aC SM, gO 008 A, PE 4 B6 Jn, 
从 而 
«oA 9C ,03HCd0) 
a g | 
fesCo xls, 时 严格 减少 ， 在 MOSES 时 严格 增加 ， 于 是 
GnCSn} = (2; 人 < 
208 


或 者 是 空 集 或 者 是 开 区 间 CAW 2， 
刹 下 的 任务 是 证 明 (4.1) 成 六 ， 仿 
A= ftos n EAR E Ga Sad D HL lim s, = ui], 


E) 


从 强大 数 律 知 P54) = d. 国定 wE A, BRIN 


lim AV, = lim pii sA, 
` n n 
为 此 只 须 让 
lim AVU eA Dim 
n n 
用 反 证 法 。 设 lim AQUACA. Mirat 满足 


因为 lim Sn= Ht4)， 帮 有 学 序 到 ic}， 当 X22Ko 时 ， 
ibd i 1 -1 Sn, PE - 
Ang SA AS Ag E e )<irsee, 
此 


A HAC (是 反 国 数 ，6 是 小 正 数 。 假 设 Gs,( Sa DRA, MEW 
A ^de 

daudi 

ofu G Sa j} <6 


ailj o; 7 
Cán il Gn, Sapu 


从 而 


H RUAA CGn, (Sr) FA 


i 
[ exp{ m6- mE Sa. 
k JÈ 


- ti 
ZETEEE 


JIPOIA aD 
^l - 
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ab6c Gas ADI. 


n 


, [1 
limf Ł Sn - a O- $201] 


© k 
=B) -, F9» - 902 
ü 一 FT 

z4'(O2)-9 d» 

rA) -P ADO, 
利用 (4.3) 和 Faton 3] 理 知 

HD) xs. 
fh Ag! 
Xk RR RI RERU CEHZ8H (44,40 ) 2200, XX P SEUEHRH T 
lim A224, 


同 理 可 证 
lim APP 


HU DAL. WERE. 7 
例 4.1( 贝 努 里 分 布 ) VE XXX 是 锤 立 同 分 布 随 机 变量 
Jj, X, HB Ox 1, X, EAE 

fx 2 0*(1-00!- =( 关 于 计数 测度 )， 
这 里 x= 0,I， 设 HCOJE Lebesgue 测度 ， 


. 1 
Zn 会 | 05» (17 0)" 7*ndg/p* (1 p)*75s, 
n 
MNnLI, Sa = DXi NU 
d~i 


1 


Ln n EDE Sn) 


m, > f 
Jepe, pk) =( Jta- pm, HFA EO + 1D5Cnipsxz) 在 
E k^ 2 
P= 子 时 达到 最 大 值 ， st 


(n Le(n, S xot, 
d MM 
(n +IJECN, p, x) =€ 


HRED), PP GO, p MRI KRAE 


{PR CIR) PE CSa), nz21). 
从 (4.2) 知 Í 


P Ae RED, nes.) 


-P(f)zx2n )>1 - loas. 


例 4.2 (Poison 分 布 ) X, Rr lo Bb EL e i 
5j, X, 的 密度 《关于 计数 测度 》 是 m 


f,0) = e af (x20,1,2-2, 020. 
M Hdd) 2 e-*d0 (07-00, WI 
zaf froo ipa à) 
Leges 55(n rl) 3278.1 , 
这 里 S, = DXi. XEFE€0,D, 


(A: A> Ü, Zaer (ARAM, 
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Y 
ai 


n1—S,lnai-lni(Qn-e]|2)8a*!g/S, 1 


lea 
J^! 
HX Xan hhm a Mi o 6E 


IER ip's in ARES 


A a - 
1 A [AE Ga 2} 
人 
.H. 
JL 


的 两 个 根 。 (OL GAD: n=l, ACER LA E [Gp mU. M 
1 


(4.2) 
P; 

. nl 

814.8 (E 32 d) 

到 ， 1 的 密度 CAF Lebesgue 测度 ) 

Po = Ehan CX) (2:00, 

均 句 分布 不 属于 指数 族 ， 但 在 形式 上 也 可 仿效 定理 4.3 进行 

0-se-e ^ do /TIfx, AM 


iul 


讨论 ， 令 
. 2 . 
计算 知 
| (E. EAP KA ues 
这 里 in max(X ,,« X4), I&gCA) or PEAR, 
YaCX) = [ite tiu, 
AS$—3:5|£8 9.1 n 
P Gi nl, Zae e, 
易 知 


-P (lim Xn =A) 7 P,(limP £y, (X 
n . "ü 


直接 证 明 
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4 全 |， «llo eVa (Xa 777) 
TERLAS nol HEE à ARERI) (置信 水 平 是 1-6), 
GT 


可 以 


现在 研究 含有 讨厌 参数 的 情形 ， 设 X, ,Xs,… 十 0, F, Poe) 
上 的 独立 同 分 布 随机 变量 列 ，X; 的 分 布 密 度 《关于 Lebesgue 测 
度 ) 是 


f£(x,0,0) = s(*25). l 

这 里 6E(~ coyco)，rE(0，eo)。 两 个 参数 都 未 知 , 我 们 来 找 出 
0 的 置信 区 辣 列 。 

为 了 解决 这 个 问题 ， 权 利用 统计 学 中 熟知 的 不 变性 方 苇 ， 把 
两 个 参数 化 为 一 个 新 的 参数 来 处 理 ， 令 Xis X XA] GzD. 
QR X, 0l, ZXTAO. HF P,,0520 20, BORN 
X31 是 处 处 有 限 ， 

引 理 4.5 在 测度 Par Po CX, XB A VE HE CXT DU 


BEvr.xrPxcex34 
Lid] N 二 7 = 1 2i T J4 
人 CUT RURCE 5) "ED (4.45 


这 里 8= 上,v 是 Lebesgue WEE, v EHRM E, rZ 
{- L GTR TE. 
证 明 任意 给 定 Borel 集 Be, Ba 4 
A= {CX x. xo. CL, aX p Xn D E Bx x B4), 
Ag = {Xi Xn); D, (71,7 xit, = XX; D € B, 


xx Bl. 
y 
Pae (Xt XD EB XxX x B,) 
1317 x 
= -一 of -£—— dax diu 
f GY BC tes 
l a z Xi 一 此 . 
JG) Beer tese. 

令 . 


Ez {CH Hp) uL, (1,1,,*,,.) € B,x t x B4, 
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E, (Quy mmy 0s C- l, Hgt) € B,X x Baju l 
是 于 , 
Poo Xm XE Bux x Bp) 


- LG eu IC -8)- apad "dir 
l z u . E 1 
| E ^u, -TIG -6)- grim 
= [ nce 一 DT don WEEX sx s), 
BaxckBa4 


Xx HE OX 人 的 联合 密度 是 人 4 .全 。 证 毕 . 
定理 4.4 3 XX, nd {My P, LERIA 随机 
TEFL X 的 密度 (基于 Lebesgus MEDE 
a) $€(-0,02, rE (0,20. 
Hey oo;o0) ERME, G 7 


QC nne XD 
OS Xu [ See na, : 


其 中 a, 04, a HORE X RUOLI D, : 
Ds: ha CX, 7 ir Xn He} (ez 0D, 
则 有 2 


Poef 


nam 


eer] 
zl — Poo (hg (X ye SX ZE) 


| -i | hal Xis Xm dF ose 00 (4,8) 


站 


证 明 在 测度 Pae Fo (Xt, st) 的 联 台 密度 是 (4.47. 
特别 在 Pos Fo (Xeo X ORRA GEE oUa). MSI 
H 4.2 Àd 
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下 
AEA ETAOW AE PS mg. TÆR 3 sp o.15u 
P ` (es Qum Xade) ) 
EZP oe ChmlX rrt, Nm) E) 
+ 1 l ha CX un X mI P poa 


Gg (Xp Pet 


ii X. o 的 密度 是 2 9(* ) te 
Pooh f) oer) J= Por ( N) aO ex oc] 


= Pos 门 (hs OG m X e), 
nom 


AGE. DERE. 
PLT 在 定理 4.4 的 假设 下 ， 


P. N {OE Pn} ju 一 1 Ey ha Xu rmn Em) (41.6) 


证 明 XMCD EIRE, WEL, 

EERME TERG GO BOR XIPTHK RETO. RAER e 
BERK, (4.50 EHE P AT AA ER 70 €(00,DO,. H im 3 
38 0 的 置信 水 平 为 ?的 置信 和 集 序列 {Tw nem). 

在 $5 中 将 把 本 节 的 一 般 理 论 用 到 指数 分 布 和 正 dx 分 布 上 
去 。 


$5. 两 个 重要 例子 
Ji E i YE IB SIUE s et Fr Dom Eh. 


《1》 正 态 .分 市 情形 

X GX ne EOF Peso) 上 独立 启 分 布 随 机 变量 列 ， X, 
—N(0,0?), 0,0 都 未 知 ， A di SER e fU REDE REPERTA 
数 信 计 和 假设 检验 ， 

记 


Xt2X,/]X,| GSD 


CX Tn X IDBSRE GE ELE S fa CH, t, n)» (»- 2). 从 引 理 
4.3 Al 


qa (1, t HA | 
[Gym -5 Denu -ot Jau 
oV. On 25 
a ILE 
“— 2a =n " | l | 
ovea- je] Q0) ") 
EE _ a 
x exp{ -2 (221) Bh Du Jas, 
T 1 


WE H (dio = vm Zde FE 
Aal X um XS) 


uem o XD/OAQOCG M XD JHA 


EP Sy uu 2 > 
almo pr e bey 


1 


xe7?dádz 
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T 


这 得 


也 定理 4.45 


Pi 人 N [Xs 7 0-2 Xs Td 月 
nem ` 


Parim m6) = Poe d «(t7 yj we) 


I 
= PQQÍ limi. ud . 


= 21 1 F m-l) m 


这 里 Gam vm o3 s ns UA m - 147 FEL A ER A Pao OO 
At 2) dg RR, 
. 2l 5 l 
acvwm-l(em -15*, 


| ha CX ín Xm)dPor 


a) n (rem oor (773) 


-2«r (Z E) rem- Dor (7) ， 
Bm es (ie). AGDE: 


Poel A {OE 73 -anA ntan} ) 


zi-23[1-Fa4.,(2 tafa l, (5.39) 
这 里 


pa) T (Tr (*5 ran- 15227 (re Lm UE 


AE m-1BHBED 2rd. 
从 (5.1) 知 
a, = ta [AE - 133 (nm), 
xx 


由 于 lim atma) =0， 内 要 4 充分 大 ， 有 
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1 一 2 一 KG caf uc (0, G.42 
TÆ Ka ~ Ans Xam. nomi dE 0m meo ? musa 
mr. 
容易 推 知 
Ha, Own inn (ncc), 
自然 癌 : EmA E TE EE RRE A n E E 
(CX4 754, Xa c b, my 
仿 是 8 的 置 依 区 间 列 (置信 水 平 为 Y》? 
PE ha XK re X fg CB. HR SE 
HOOT: ， 


HeB) = | fGods (B 是 任意 Borel $), 


ax^'c|In x |)? Cn|In x|), xE (0,677), 
HESE . 
* [ o. , 其 它 情 形 ， 
其 中 a>0。 经 过 相当 复杂 的 推理 〈《 见 Lai，I 工 .LCI971)7， 可 得 8 
的 置信 区 间 列 


iLa bn An ten) naem}, 
其 中 5, oVv/2n nln n (n>), 从 重 对 数 律 知 道 ， 不 能 找到 
这 问 宽 庆 趋 于 全 的 速 底 比 这 更 快 的 置信 区 间 列 。 
点 用 一 ， 任意 给 定 i>0，, $ 


rc iaf[n, nam, vlw - idt], 


这 里 4= 工 (1+ "Y. aaea M 


m-1 
Polta), 
记 Asn UAD? D5, FEX -Ao X. «ADR ORRE 
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dub Off TUI CFLC 9., 
应用 二 ， 对 于 检验 问题 ， 
1 
定 文 停 时 和 下 : 
En cH, UC Casni s (5.5) 
c EN 上 i 
n= Xa U IMGCOTPL m 1», 
， 1 "M 
"Ha 三 Xs 十 rQCGÁ S8 一 D*6i 7x1) 


--H f d-3udümkdpie H. CDU WE SERE M I e 750. 从 定理 
4.2 nx A de d CR s OE CORSI EC E Anu a 
l-r, EG. DOMI Me 

H 1 


} 
r= inffn, nim, Et joi (A, )'-D 上 (5.6) 


应 用 三 : 对 于 检验 问题 ， 
Hau DpH 070g. — 
(5 HIERRO, — BAEIERNGL. X6 Ree Hus 而 停止 观 
WE X0. 则 接受 H, 〔 只 要 观测 未 终止 就 不 拒绝 HO. AGERE 
4.8 知 ， 这 个 检验 法 的 两 类 错误 的 巍 率 均 不 超过 1 - v. 
应 用 四 :对 于 检验 问题 : 
Ha fei0< > Hs: Gba 
这 里 的 过 2 RES LL Am Ze, 定 文 停 时 如 下 ， 


TQcdnfiu, WEM, Xa Ânn 60, R 


Xa Ant 'a cb Hy (5.7) 


1 1 
` 。 - B .2 1 9 «4m ] 
MB Zam DOMO -1 , A= (re c) ，4a 满足 (5.1) ， 
因 为 P,,(lim Ug m)- l, Na l 
" 
Pau 00) xl. 
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OX Ar sr +b HER Has 8X SA, ns, tO 时 就 接 
"TM 我 们 指出 : 这 个 检验 法 的 两 类 错误 概率 均 趟 超过 1 一 >”， 
实际 上 ， 对 任何 0S8: 
P, qE 绝 H) = Poel Kr An tr +8) 
Pa. CX «4 7 AU 200 
AP pe PE nim Et ERa AnA n tAn) 


zxcl-Y. 
另 一 方面 ， 对 任何 0220; 
PoE H DS ParX e nA. vr) + 0) 


E (Xr "P" 
zP CE nem 使 得 8c (Xa Anns Xn tAnYn)) 
1 

(D 指数 分 布 情形。 

设 Xi ,Pyge) 上 独立 同 分 布 随 和 机 就 E 列 ， x 


zA, 这 里 . 


gx) =e PF a G0, — 0270, 0€ (700,00). 
两 个 参数 都 术 知 我们 要 找 出 o 的 置信 区 间 列 ， 并 用 于 参数 合计 
和 假设 检验 ， 
令 = Xi G>, ð= 三 ,从 引 理 4.3 An CC es, 
OLI TIT 
tana) = Par Tout -)m 


» n ` l 
=f uc? S [ros e -0)exp{ -0) jau 
? i=l u 
z 1 1 n 
zs f ul Tis; (Lui, - sexo — a 22 ^no) 。 du, 
1 


J 9 
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XH um minu, e us). HHC.) X Lebesgue B JF, JH 
定理 4.4 中 的 记号 ， 


ha CE Le XN f [45 CX sm NE /ONY ,re XE)TdB, 
经 过 计算 知 
， Ga -h 
Q4 U,, rn, D= (Xu) rd, 
1 
"a "n -n 
f aa CH, Hp dE 2 n7 'p(n) ， (3 muy) . 
-w 1 
于 是 
hy CX Xn) = aIl- Xas ' (X45 TP, 


这 里 Xu minCX,, X... 从 而 
Iaio: Aal Xi Or ,XS = pe} = (Ea DISP 


这 里 
Ea = En Cne) (Rs - X49, Tn = 
从 定理 4.4 知 


Los (f) wen) ju — Py OZ XE, X222) 


Me, zt) 


为 了 计算 上 式 的 右 端 ， 令 
minCX X, 


W= XX, 7 


FQ) = PoW Et) * 


tc (o. 1 Jis, rco -2t, 34 IxcO HF Festo = JEDET O =i, 
于 是 | 
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Poe a 0X, X46) = P, (1 M) >e) 
= 1f} 1 i. 
=Pa (v> 4l- Ja Ze 
O -二 oo 
| kdpos = | C1 — 2:0w)-?dio = zye- D. 
ù 


EM S.A 1+w PY? | 
给 定 YE (0,1)， Re 30572) ; M 


1 1, = . 
vas 3s 2e cl-*. 
有 从 而 有 
Pg. Qe I. p. 
(Nt ) 
可 见 {1n 0222) 38A 0 58 58 Fe C FRA] CE ok FE 0. BUT 
Pao (im X(,7 0) 21, 
P,,lim X,2 E,,X,-5040)-]1, 
3x4 Hm gg i8. 


r-infín, n2, f", -£,« 


这 里 ， 
En = Xn ODC a Xu), 
"s — XQ, 
X ,2min(X,;,,X,5, 
L+ Y 
i i-wy 
Zn 


1 
Tcinfln, nz22, (Qne)" - D OX, - Xu px), 
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Pa.(r«oc)- d, 
CETUE T3 0 Ry XC RETO RE P y ECC f < 置信 水 平 是 ?7 。 
应 用 二 : 对 于 检验 订 题 ， 
Hy d= 02d, 
x XN AP. 
r-daf(m n2, EEn Ta) (5.8) 
这 里 ， 
n= 
fn =A a n=l, 


-1 
号 人 上 一 ww y 
一 且 停 止 观 油 合理 定 五 ,|， 只 要 未 停止 观音 就 不 否定 -及 :， 这 个 检 
验 的 功效 是 1 ， 第 一 类 错误 的 概率 不 超过 1 一?. 
频 用 三 ， 对 于 检验 问题 ;. 
Hi 0x19,—H.,. pd, 
T5 FEÉERICO.80. 24 £.250, Bb Ig HS 77, 2 ne T He SR H,CAH 
要 观测 未 停止 就 不 拒绝 H), XX HAC RE DU PR DEBE DL A ERG E 
超过 1 一 7Y。 
应 用 四 : 对 于 检验 问题 ; 
Hj teH, 020, 
AX HB 0,50, 蚌 已 知 数 ， 定 义 停 时 如 下 ， 
rcdnf(n, n2, Mah, mk [.220,), 
这 里 的 E... SEREEN. Mn 
Paolo) 
24 ën hE H, "rr 这 个 检验 法 的 两 类 
SEDIS SCRI EB I-Y. 
通过 以 上 的 讨论 ， 我 们 看 到 置信 序列 的 用 处 是 很 广东 的 . 解 
扎 同 一 个 问题 的 置信 序列 一 般 不 只 一 种 ， 究 竟 哪 一 种 具有 最 优良 
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的 人 性质 呢 ? 优良 性 的 研究 相当 复杂 。 愤 倍 序列 的 现 有 理论 还 不 完 


E 


I 


$6. BB WL E 


本 节 讨 论 一 个 特殊 的 估计 问题 一 一 随机 副 近 .随机 豆 近 起 源 
于 Robbins 等 人 (1951) 的 著名 工作 ， 由 于 应 用 广泛 受到 人 们 的 重 
视 ， 现 已 形成 数理 统计 的 一 个 分 支 ， 这 里 只 讨论 一 些 简单 而 典型 
的 情况 。 

设 Mex) EA Borel 可 袖 函 数 ， 一 个 常见 的 问题 是 求 方 
AMC) =a HR., WEAR M Go fg d XR SX JE CLA. dr RR 
知 的 Newton-Naphson FERI. EARE, EARME) 
的 表达 式 不 知道 ， 但 给 定 x 后 ， 我 们 只 能 得 到 某 随 机 变量 Ytx) 
HRA, xE EY G0 = MOO. xA Moo gU Bela] gg ER X. 
如 何 找 M Go =ea 的 根 或 根 的 近似 值 呢 ? 这 是 实际 工作 中 十 分 关 
心 的 问题 ， | 

例 6.1 Er 表示 注入 小 白鼠 身上 的 被 检 药 物 的 剂量 ，Y (x) 
ARAA x 剂量 的 药物 后 小 白 限 的 反应 。 将 反应 分 成 两 类 : 一 
类 是 注 人 后 一 定时 间 《 如 34 小时) 之 内 死亡 ， 另 一 类 是 这 段 时 间 
不 死亡 。 


1， ”如 果 小 白鼠 死亡 ，“ 
0， ”如 暴 小 所 鼠 丰 死记， 
于 是 EY(x) -PO G0 = 也 会 MGe) 表 示 平 均 死 亡 率 。 所 谓 半 数 致 
WA LISIETHREM CO = 半 的 根 ， 这 是 医学 试验 中 很 关 DHE. 
Anfu ze Hi Lt 

我 们 回 到 一 般 情 形 下 如 何 求解 的 问题 上 来 。 景 后 提出 也 是 最 
著名 的 解法 是 Robbins-Monro DIE (fj ER R-M 5 dO. A XR dn 
F: 


Yœ =f 
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取 定 适当 的 常数 列 {an 29 1) OR ER anan. 先 取 初 售 

XI 党 数 )， 然 后 用 下 列 递 推 公式 
X nti Xn Tanla (nl1) 《6.1》 
来 确定 序列 1{X ns 和 ,这 B Yas YOD E Y GOdE x XV 
apu OI. HEMGOO-eNEUEO, PAEA CHUTE 
理 6.2)， 在 一 定 条 件 下 ， 
Püim X,- 0) 2 1, 

HIER, RE ng. X. 可 作为 8 的 近似 值 ， 

fESEkERIBH B, A DBPOE OK Bu a B2 NEM GO f) Ee CX. Mit sx 6 
(M Q) = max M(x))， 由 于 MCD 未知， 不 能 用 通常 的 微分 法 米 
Hs, 又 由 于 不 能 直接 观测 到 MCx) 的 近似 值 ， 也 不 能 使 用 上 述 的 
R- 了 方法 。 这 时 可 使 用 下 列 Kiefer-Wolfowicz Jj 法 (1952)( 简 称 
K-W 方法 )。 

取 定 两 个 数列 [an} (04) (通常 可 取 an 207,0, = n3 nz. 
先 取 初 值 Xi( 常 数 )， 以 后 熏 一 步 做 两 个 观测 。 用 下 列 递 推 公式 


Xam Xa +t {Yn TY a) (nzz1) (6.22 


来 确定 序列 {Xn.n 详 1}， 这 里 
| Y, 2Y (Xa 0,5, 
Yon- YX nm Ca) 
d YGO dE Xn ton, Xs - es Bb MWR M E SD. YE MOD 
max MCx)。 可 以 证 明 《 见 下 面 的 定理 6.4)， 在 一 定 条 件 下 ， 
Pim X, « 0) - 1. l 
由 上 述 可 以 看 出 ，R-M 方法 及 KK-W 方法 均 简单 易 行 ， 至 
保证 收敛 的 条 件 及 理论 根据 ， 叙 述 起 来 就 比较 复杂 些 。 现 在 来 讲 
Kok ERE. | 
引 理 6.1 设 faaj ,tplytcn 和 ftdwj 都 是 实数 列 ， 前 三 个 列 
2268 


- 


是 韭 负 的 ， 全 bm = cc JU d, rst. 对 — gj DIN, 有 不 
TAA 07 


Cari MAX an,n + dn — 54, (6.30 
ji lime, lim aa, 
" n 


证 明 (TERE ON ENS. RH XE CR am. p 一 切 
nN, A 


n a 
en timax( os 十 PESCE 一 b) : mex (ax 4 M (d -- bj»). 
TIN Noko. 了 =K11 


由 十 存在 nc N, EB nEn, 时 ， 
Cyt >d; -b «D, 
jaN 


于 是 对 i mn， 有 


T 
c.a XD max CE M Gy) 


. 7 1 
Nokon jketl 
a 
EUP čp + max > dj. 
kzN Nuken jek-1 


BT X; irar, daf e0, df NUN, 使 对 一 切 NN, 


于 是 


4 s 一 0 得 

lime, szlim ap, 
n T 

证 毕 ， 

227 


定理 6.1 (Dvoretzky, 1950) BIX «iT HR Za) b AL KC 
EAM, P HABILE gt Pl, Xp OE nZR DEA AN: 
Anri Tn un 
TaS f4CX, m XS (Pi C Æ Borel gg o, 
EQ, | X, Xu 20 (2.8.2, 


Drzi 
|741 xzmax(m,, IX, i — Yn), 
lim |X,|z;2lima, Ca.s.), 
n n 


这 里 fas1 和 fyw; 是 非 负 随机 变 最 列 ，Y yn = coCa.s.), 则 有 下列 
结论 ， N=1 . 


WEB] HpT $OEZicce, AERA op0 (Cn 一 co) 满 足 
S p EZ co, 


mu] 


Å> ap = masana, 22), D] 


S EGZipso 
n=l1 
令 Ea = Z,*sgn Ta 这 里 sgax 是 符 zA, 则 | 
MER, 


EEn X,, 7X4) 
zsgn T,.E(Z,|X,,-,X,2—0 (a.s.5, 


FEDE, asg. X 


K Peaga EaD SEED <o, 


t=1 


Wt O 满足 PCOD = 1， 对 一 切 wuEOQ， D Ea He 3, 
A 
San (MEN p, A, H] Talan Bb, 
POTES MT 
E Taan 时 ， 
Xi 了 0 
MUT. a 时 ， | 
-Xar = |Ta| t Ere 


dA 
LX suu SmmasC2a,, [Tal tÉS) . 
Kmax{2ans| Xa] Ea Yn (EQ 
- n>N aa 
FHKE. Lt 


lim | X, «2lime,, 

Hie, 03. 于 是 
证 毕 。 

定理 8.2 设 {Y G0 (Oo, , P) Einb NL US d, 
EY GO JE Borel "TH E X, 是 Mtx} =a 的 很 ， mE. 

D (G-00M(x) -DO H xàc0); 

2) P E KiKa 满足 

k, x - 81M CO -ol ks [x - 0]; 
3) sup D(Y (x2) «co, 


X 
X ari = — anCY hn ~ a) (nel, 


ln Co) | 


M(x)& 


(6.45 


(6.255 


这 里 X ERKA tE), Yn = YX DE =X, EYO) 


的 观测 值 ， 假 定 对 一 切 nel, 
E{CY CX 4,50! 1X, 7, X4) = fi (Xa (2.8.2, 


(6.65 
229 


这 里 
f, (x) s ECY (x5)! , i- 1,2. 


T$ ERE (2s 1 ERE 
as, Mac, Taie, 
则 有 下 列 结论 ， 
lim X,-0 (a.s.), (6.7) 


证 明 Pp BE. Méa-0,0-0 CH 25 d 0T LA F3 98 
x+ 的 一 和 代替 MOOD. WE 
T,-XQ4—a84, MCX,), Zr = Sanla- MXD) (nz, 


则 
Knti= Ta Znas 0 (a.s), 
但 
E23=a8ECY, — MEX aD 
zagE(E(QY4— M(X DE| XXa} 
=a ELECE X y Xa) -MXD 
=a ESX a) M1X,5) 
Saasvp DY (5, 
ak S EZi«o. 


n=l 


取 Ps 盖 0 RD, ER Pao BD nison BRIER 
tal 
下 列 不 等 式 : nenii, 
{Ta | Smax Anli + Eotn, [Xn] -Kiana ^ (6.8) 

这 里 n, R kA. f 

实际 上 ， 妆 | EPa 时 ， 

| T4 | S04 auo, = C1 + kadn) Pns 
34 X790. Bi]. 
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了 一 站 AT ak X, 
-( -aQEXQc0 (On ESO. 
于 是 
本 
当 XQ — Pn ide 
T= Xa a MX X, e aj K, 1X, 
S -KQ.)X.920 € n EAR AD. 


[Ta] = -T,= — Xn Fran MOX, 
一 LX. | -an MCX I| 
|X ai ank Xni Di Da 


mE. (0.8) v. 

根据 (6.8) RIXEBEG 1 EL EHE LI 

Pim X,-0) 71, 
定理 6.2 证 毕 ， 

注 1: 在 实际 问题 里 ， 常 常见 到 的 情况 是 : 在 =xa…， 
X= x, BEN, Y OGOSS Y Gott flf ead. MERE 条 
ftce 6» H 2R ili i. 

注 2: 从 定理 6.2 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ， 菜 件 (6.4) 和 (6.56) 
分 别 用 下 而 的 (6.9 ,06.10) 代 赫 后 ，(6.7) 仍 然 成 立 . 

aup E(Y (X4) - MCX 00! 26, (8.0) 

EY CX 0| Xi, Xa? = MX n) (2.5.2, (6.10) 

3E. d$s.-Y CX,0 - MCX,D) El, X, CES. iEn 
相 王 独立 HH Een=0 nel), sup Eeisiec, C6.907 ,8.10} 者 

条 件 (6.4) 是 较 强 的 限制 ， 下 - :定理 对 这 个 荣 件 予以 放宽 ， 

定理 6.5 (Tuaamweese, 19850 — iE-Y (x); AC, PO bii 
HLE EIk, Mix) EY yik Borel gt, Mi = 0 WEL 


- 19) inf 


Be r-p!ea l 


2) Texas NI. 


(x -8)€M(x) —a)220 €] 8701 


» ~ 
Inc" — 
s, > 44 = O0, a cong 
n=] n-1 


3) XQ, í 9X. -an (yr 0) (xD, 
其 中 X, AERE RUE uv HE 
D [E Wa lA aA moina X4) MX Cas, 
ERIX Yis Xu sina X ndl *Xi(a.s.9. 
d 是 常数 )， | 
M Pom X, o - LL ELS - 


证 明 .不 失 一 般 性 ， 设 a=0,0=0。 令 


en= [fa * dai), 
k-n 
k, = Zda; n (1*dag )-(nzmD,- 
. ms=k+l 
易 知 


m IL 
l1sze65. 1i n STO, 


Osce ecexp[ dat) " Pat, 
1 kan 


lim k, =0, lim C4 — 1l. 
. "n "n 
记 
Sn =C nAi rks, 


Ua 9 CX yit X asa ai AX, 


REA GS, T. nz DAE BA. 3cER B 
EX £,1| X 4, Yit, X nont 

= ECXE casus — 2apX qua | Fn) 
= XRTAE{y F n) - Lan KnE Cy |! F a) 


ni n) 


(7.9) 


-7.10) 


UID - 


xxi t asd(l t Xi ~Pa X nM Xa) 
X ECL + da2) dai, 


所 以 
' Elp) F n) = On. ,ECQX $a 0 t Ku 


Seca XR + daz) + dai] tKa 
=C A? + R= Epe 
BCZ Fn NED AEdEfA EÉA. ie 
lim z,-£$ (a.8.), 
从 而 Tim Xi-£f. 
n 
下 面 将 证 其 £zü (2.8.), 
5 n l 
lim EX} = limEz, Ez, = EX?< co, 
n ” 
HF 
EXin SEXA tad (l + EXE) - 2a,ECX, MCX ae 


EX2 ZEX? + 5 da2 (i + EXE) 
kal 


-2Sa EX M(X D. 


k-i 


HT X,MCX,2220, TE 


Dja ECX M(X pao, 
k=1 


wA K AK e Et 
lim E XE, MOX 2 0, 


从 而 入 过 之 使 得 
lim X, MX, Y=0 (a.5.5, 
i i i 

BAN 


inf Xi, MX; p 250 (20.8.5, 


Bor 0HRR occ» ， 则 从 定理 的 假设 知 { 完 分 大 时 
i Y 8, 


T 
Bm X, =0 (a.8.5, 
td 


所 以 = 0 a.s), BILE 
lim X, -ü (a.s.5, 


由 于 | x PClEXG OH 


tifgp 7E: 
lim E|LX,| ESIM 

定理 6.3 证 毕 ， ' 

A insya MCXQIODRD PER ELMO ATIS] +D 
且 {su} 是 相互 独立 的 随机 变 iJ. Een=0, sup Ezi«co, 则 定 
理 6.3 的 条 件 42? 是 满足 的 。 

定理 6,4 UY GO HECO, m ,POUERELTE REIR. CREE MOO 
= EY (x) fg x = 0 Abk [Be Ac fe Ho. 

D) [M'e + D; 

25 x - 02 M" (x3 20. (x^x 85, 

D AWA inf iM'G0|20 C80 £00; 

4) sup Di Y (x3]«eo, 
及 {faa} len E ERF] WE: 

5) $e = 00, lime, = 0， Miete iX EIR 党 


数 且 
"P -Y(X, +a (nl), 
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p YO +cn) 是 随机 变量 ， 满 足 
ELLY (Xa Eep)? | E Xanten) Ca.5.), 
Hh fios ETY, 21,2, RUÉ PUZit. 
Pilin Xg = 0)= 1. 
- 证明 Rait. afi 0-00 (总 可 用 了 人 + 扑 代 Yo) 
进行 讨论 )。 我 们 来 验证 定理 6.1 的 条 件 古 请 足 的 。 记 
Ta = Xa BEÉRCM (X, * C. m MX a = čal, 
Un 


za VOY OC. Hen MOX, Fen) YGBX. — 0,2 
n 


+ MX 0425, 
易 知 
ECZ,|[X,, X42 0 (2.5.2, 
2 
EZA RELY OX 0) MOXA tony 


+EÇY Xn end- MiX a adl} 


dasca'sup Di Y(x)^, 
TI 


NDS Ezicc. SERIEN T.. PX 


n 


T, SX, 92a, M CX, + AEn), 


REAG onm, ASL Jens 使 得 对 一 nano Cale 
任意 给 定 00, FA BRI. 
D Xai, gir 
[Ta 50 t an AC Xal +1) 6 B) 
SU HAA) O + aA t B) 【1 充分 大 ) ， 
Q X.-»,. 此 时 
TX, anl AX, € À FB) 
T(1-2a4,4)P -2a4CA 4 B)720 C 充分 大 )， 


Tal = Ta = X,—3a,IM' CX4 A042] 


«9X, caes a( Lo) Cedo. 


(EE X QUE. ERF 
TaQX,-2a4(AÀA| X,4| -A +B) 


—-(1—93a,4)X,4 2a4CAÀ +D) 
«L-0-2a,A)p t aa lA t B) «0 (Cn 充分 太 )， 


TH . 
Tal = -T,z—- X, anM (X, + 10,) 
SML 22,4 (10) RIK. 
总 之 ， 无 沦 哪 种 情况 ， 上 只 要 nED KIA 
T cma H 1l 
|T a | xim *( Pas Xn | 224( 40)), 
这 里 o 


Pa FP ++20RCAP + A+ BY, 
利 下 定理 6.1 知 
lim LX 4| < slim ps =P (a.5.),. 


HPEeS€U[££uoh. Dd Him x -0 (3.5.0, IEH, 


尖 于 随机 通 近 的 收敛 性 理论 ， 现 上 代 有 三 个 方面 ! 一 是 研究 RR 
-M 方法 入 -四 方法 的 收 化 速 度 。 在 一 些 附 加 条 件 下 证 出 了 恒 对 
eH OE UR SEXE. GIO SES RR] Lai,T.L.etal.(1979)， 
一 是 减弱 定理 6 .1,6.26.3 中 的 条 件 ; 三 是 研究 多 元 加 归隐 数 的 
有 关 佑 计 问 题 ， 即 研究 随机 变 E ME YO eG (GE R” 
的 开 集 ) 的 期 望 MOX) = EY (OD 的 零点 或 最 大 值 点 等 问题 ， 关于 
第 二 .第 二 虐 的 研究 情况 可 参阅 陈 徐徐 (1981) 
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87 一 个 序 贯 寻找 问题 


本 节 讨 论 医药 试验 中 的 一 个 具体 问题 ， 以 便 读 者 了 解 到 序 货 
估计 问题 是 多 种 多样 的 ， 需 要 针对 县 体 情况 进行 具体 分 析 。 下 而 
Boxe dE Eichhorn,B.R.(1972) 的 。 

一 般 说 来 ， 药 物 的 效力 随 着 剂量 的 增加 耐 增加， 同时 药物 的 
“毒性 ”也 随 之 增加 。 根 据 医 让 的 临 康 经 验 ，“ 毒 性 ”不 允许 超 
过 荣 临 界 值 ( 阐 值 )。 药 物 临床 试验 的 目的 是 要 找 出 “六 性 ”不 
Kad EA Ru AUC gn E. XX b IE ULTERIOR TRUE xx IR] f 
用 数学 描述 如 下 ， 

设 对 径 个 x (药物 的 剂量)， 有 一 个 随机 变 且 ZCx) (如 药物 
的 “毒性 2 与 之 对 应 , 设 41 是 常数 (毒性 的 阐 值 )。 给 定 YE (0,0, 


令 


£,csupixi P(Z(Qx)zsmir, (7.1) 


ik Pr MRR PORER Y ARRE CRAD. . 
BRA ATR E, BERAE. ARARE 8oufr£anont 
HORHE SEGRE Eo 6 HEX Xu Xotes AR E R fU 
计 和 序 贯 检验 不 同 ， 不 给 出 停止 法 由， 允许 通 近 步骤 无 限 进行 下 
去 . ITEFA X RIA REH TKA EAE EE. 
D EEE, MA- nsl Xai EFO 代数 
OLX ZCX), Xa ZX an)) 
可 调 。 
D 可 行 性 ， 即 对 预先 给 定 的 a& (0,1)， 
PO Fa (E nml. 
D 9g Mk. Hp 
Pim X=), 


RIDES ERBIA ATARE UT 9 IT 1X4). 
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我 们 只 对 药物 试验 中 最 常见 到 的 数学 上 容易 处 理 的 统计 模型 
进行 讨论 . 

记 了 fx = 1n Zo, fBlixYGO-NGacbx,a?*), a,b Se n, 
c En, PETE bt], TX TH ob*—b** 是 两 个 已 知 正 数 .不 失 一 般 
性 ， 我 们 假 谈 “毒性 ”的 周 值 半 等 于 1【《 因 为 总 可 以 对 Z GOBSR 
其 以 调整 后 办 到 这 一 点 ).。 m-PPOOG,sm-v, É 


PO EOS - y. 
从 而 


e( - 1a it) - v, 


这 里 gz 是 标准 正 态 分 布 靖 数 。 于 是 有 


,= -f yb (7.2) 


Jte 2, i 600-7. Bunt An, Eirto), 
38 (I) 3€ Zi EH o PEIPER EE FAL OPI EFDA 1X Suo. R X0, 
XF x*, E Xis, Xm MER FAA i i E X ntis 令 
Li = Y; -a—bX, (i= 1,2,1), 


这 里 Yi -Y(XiX 


= Lsa, ox 四 
Camy Ui» Üa = 240: CU (n22), 


S Bu CU } 是 独立 同 分 布 的 随机 2S 量 列 ，D ~ NG(O, 0D, T 
LO, IRA n- 1 个 自由 度 的 C ZU. de D Aided 
ASA ga PTD 


P(0730,44)21- i a, 


n 
Qu = 2) (GG, - Y,95- 25 S CX , - X40 ; Pn) 


i=l i 


: L ? 
这 里 
= _ 1] _ F ig 
Fit, ule 5a LIE 


E : n “ 
C-5A4Yi-Y', Be YN Xa XY; Fa), 


i-1 i=] 


t 
A = SGY, — X43. 


i=l 


Qn AE b WIE. WEN PE Qa = a? 得 


b= x (B - v BT AQ U), 
1 


bct (B+ v/B! — ACCT GT))., 


4 B' A(QC — 40?) 7:0, Hl AX AC - B) iK, O,«cAo? 的 充 


SER IAE be hb. 
AARE Am be bre, 4 
b = mini maxth, ,b*) s**t C=] ,2). 
2zPBÜ'-AQC-AS?) 0M, 4 
Di Mop, 


总 之 有 


站 DB 
F ic Rus QD - 


ki“, (7.3) 


ig Mixj= aths, di F Ü.-TY.- MCX,)D, ht 


POLES IM 1 la, 


[En 


1 
Mon = Fa te Q7 
piz ，)=1- la 
Zr 5 M 
于 是 
天 (aa 十 有 于 条 全 末节 1 一 cy 
JÀ if 


PEX, 一 < (OZ, + Mam) ‘PEEP DU) 2x] ~as 


令 


1 Ha = Xang (Oz, € Moa), 
a 
Xari = max (Ta, ,x*5, 


(13 ~ 
| pu, 当 Mun toTg, >O, 
pin, Mn + EMEN 


Am PG,mm.0mil-a. Bb E, Wk 

PE EX a Dle 
接 递 推 公式 (7.4) 就 可 得 到 序列 {X S) , 它 当然 是 可 行 的 。 
明 : 导 是 强 相 合 的 ， 即 

PllimX =p) =L, 


从 Man KE LA 


1 
T,- 


MagcatbX,MU, cz, dev 


KETEN -X&.t6QG, =- X45 + Ens 


on = bn'b, 


C7 .42 


下 面 证 


(0.9) 


出 于 5. eot, s, 
Oz (9) bate ez (D) If, 
iles) b, "UR Oczoscl, BLA limes =0tca.s,) TE 
a 


1 ` 
Lež = o(z) PANTS 


i 1 
> n loai o9(a.8.)5, 
tb! 


CcAEXEHEfISZ0.0—0.4pfEnCI6C ROQCOMPBIIPOQOII-Y, 
X-A nen M oco, 


- 1 
£n: plenei 


7 1 一 1 V xt - -d = 

4’ Eal ,6, 3 nare] 7490: 0.8) 
[EM 

RAEI: 对 一 志和 ED， {i 


TulXs -£y| «28, 


(T.T) 
LA FIE i 名 后 QET yn TAH : 


1 (01 
[Xii c Es DL Nn Syl tn tagal. (0.8 


实际 上 ， 4$ X4. Xx, W X nra ns TE 


， 1 z - 1 
=X, -+ nfr ETAn) Fati” 


- elbow gf dl. | l, 
Xs ctn - EI 83 j9)| traji] 
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<IXa trl real; 


Anan, i 


Kar ty = Re ty HOt- XQ 
1 n-I 
$, zal nmm **) 
1 
=X- Ë; turp. 


部 一 方面 


Xari ESX- B, 


-ee REI” ta 
AI 
* 
| IT E E a e 
ECT BRE, 


AC 88107 .6»58 


Xs.» - E] Xn- Er] +A, 


现在 证 明 ， 必 存在 nins Hf 
| Xa, -Ey |< 
用 反 证 法 、 若 对 一 切 nm 均 有 


[X4 一 此 I2. 
则 存在 以 下 两 种 情况 ， 
242 


(D 在 在 ton， 使 得 Xa, 
ph *r— 9) "za, f Xna TE 


ERC. RTE Xa, 
App FX" 9 EU 


EE 


MA aur xx, py 
Xna 


1 
= Xn, ti, pjr Er MET 


d 
Is 


r+] Eng 
k 本 
Xn, tr Xs ty 
Ü 
Sy tos 
再 从 (7.11) 知 下 s+ cE HAE n EA 
Xs amb, M0), 
但 是 
站 n+ 了 t l4 
Briz7g Q1? pne] 
= Xan tur] (E, Xp) + Ten， 
于 是 
m-1 
Xs Xn, + Lih tjt] ， “Än, 
j= 
m-l 
YV 1 
+i+1 tatl 
u 8c SM 1 8 
EAn, t g 人 


ra XE. # 


: v " L. el. M 
digg ALSE A REDE X os pT g 0. jije LOARA ZE, 


REDRE. ERTA Co. 1058 
oor 1l... 
Aat; " ütnzshgl, 


SIRE LAUEN PAJA: 


XsctXa- em 1) É taag Ee: CH. 


FL 
la 
2 mel m-ld: 
Xs Xa ou luu ND | 
Ano mn i ^ ! ^ — 
0 Par - 一 一 
? 2 Satj so Hp t) tl 
2. m-i 
o = üt NO 1 [i 
Xa —u oc noon +", 
oTa Umi 


Wong BEA EGER Raon cO. XI EE + 36 相 冲 突 ， 
总 之 ， 一 定 存在 mingo (EROR. T HICOIIO I 
(7.9059, OR E) n’ X. —EÉ.p 6， 这 就 让 有 明了 (7 .7) 成 并 ， 
iX PODO 1-06, 而 与 有 可 任意 小 ， 所 以 
lim X4,—£,(a.s.5, 
TH (€7.90 2 ” 

limX,,, -lim max(),,.,x*) = maxi p x) = £,(a.s.)5, 
XE TES H = iX a n ERAH. 

例 7.1 RAPER Y CO ~N Ca + bx,03), a= - IO, 
J=], H7-0.99. M67. D4 2, 72.558. Xx 2-7 0,05. X40, 
X,-2x*-1, 

TEX peAa DECE, B 

Y.-casbX,c-U,.- —10-3X, -U,. 
利用 随机 模拟 苇 可 得 到 标准 止 访 随机 变 总 Cx 的 值 , 从 而 了 的 值 


b-3, 


| 944, 


SHE. BATERE ACG D pp)... 这样 可 得 到 证 
MBOXS. RW 0 m AAT. 


-3 m uno w DO 


qm ote 


| 
| 
] 


ri 
oo 
ga 
LI 
Te 


„DFA 
.185 
.1a7 
.181 
202 


b co P3 c5 do BR 


a X. 
18 2,254 
20 , 2.286 
21 2.258 
22 | 2,2418 
23 ' 2.240 
24 ' 2.236 
25 2.265 
26 2.305 
2T 2.318 
Z8 2.882 
29 2.333 
30 2,327 
31 2.220 
32 2.330 
33 2,827 
34 2.323 
85 2.218 


"aid 
36 2.314 
| 37 | 2,825 
$8 | 2.511 
39 | 2.3.5 
1 46 2.315 
41 2.8:2 
42 2.831 
43 2.341 
44 2.350 
45 2.864 
48 2.371 
| aT 2.375. 
| 48 2.871 
| — 49 2.336 
50 2.379 
| f 


从 这 个 表 看 出 ， 当 了 较 大 时 ,X al 13 E, 的 理论 值 2.558 很 


B3. 


pm Y OOE A o? (xm H. 
NIS xo. MRITA. 


Ex JR. FIRA 


$8 补充 与 习题 


COO 设 随 极 变 基 XX 的 分 布 密度 (关于 鞠 贝 格 测度 ?为 


fosse 2 9( 2) c- 


o 


OoslX« oco), 


HEP Eo ERMES, KEC o,e € (0,205, 

给 定 Uai d>, RIEA: 不管 样本 量 多 么 大 ,于 上 不 存 
在 国定 样本 夸 档 形 下 的 早生 区 间 使 得 区 问 长 性 不 超过 4 而 置信 水 
FA 1-4。 

(20 YEN hb Zo s YE y 


x—H 


Tru TY 5 T Les Coezp| - d 


e 


HE S€0,D0,4170. q— BEL: POELE kz2, WX 
简单 随机 样本 人 ' 


xie = min(x;,e, Xe) . 


„l < 
Us Ri > xs - x, 
i=l 


ZEN Eo ESIR 
r-2max(k,cd^lb,U,»), 
这 里 <x> 表 示 不 小 于 工 的 最 小 整数 ， 
第 三 阶段 ， 根据 r+ 的 值 抽 到 XX 的 样本 xui. ox o 


I= Lx dx 
其 中 


xit min(x,,«-,Xe. Xrl RIPETONM 


可 以 证 明 
下 (人 Dzl-a, (8.1) 


RRE E xsrn 是 天 的 简单 随机 样本 , 则 可 以 证 明 ， 对 
k 
FERE 1 eon Q9 5 c Gr, cA TERME, 


i=l 


k (X; - tk 
2 > STRE 0k 2). 


i 
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H | BE 


1 TI bs ^ £N 1 j à 
d ! JH 
P3 
ic iga db os kBI Iu 
Ppl FS m Cx cd HN y’, OG) 
"m X ii DN 
=P ( i ! 
i} :j 
> yno oL oyt d^ 
-NDa(rong5 o 5 5j - 
= p(n iy 
tk 


- SEXY no d 
-ONPGsP( "n ) 


n-k 


= Ww pa nel ennt dy 
2 


不 难看 出， 


k 
a : - f b, F 1 ^A . MET 
Bet fEk-besPl-Rag-jyt?*o 2i >) 
iC 
5, 
= eT ik t gu dx, 
dn 
b. xk 
-ài Ta =u, 


gaol D IX OR T 2) oA Ie E. LAGI Wa 
第 :阶段 的 天 谋取 和 多大? Mukhopadhyayc LABBA IA > 8 JR 
k -2anas(U.c(d. i Ina 3 Uy) ` 
Hp ra, l 
| (33 HE xar de Ph nb] Zr d S BG LAE PII. 3; NOIL00. 


e° BRA, $ 


1 id 
7 
Tac E 225 
1 
1 n 
ol : DN H MN 
m m- i N E i Ta? (ni: 23) E 


Ln= (QR, HY* etn (67:00, 
Xx Or. 407 RE s (i 6 SU f dk c don rx 测 的 费 
Hb. La. 就 是 总 损 撩 。 总 风险 是 l 
R(qi,g0,0) = EL, snot een, 
EE nort eet * ERRE EDI. HEARE T 
R*(o,c) = R(n* 8,0) = Ocn*, 
HF o 是 未 知 和 的 ，n* ER. iiA tiS E è 则 + 使 
得 ] 
Ra (0,0 EF, ~ B)? eer) 
尽 村 能 地 小 。 
4 
T-dnf(t, nko H nice"! 


nis 


这 里 Kk, 是 不 小 于 2 的 正 整 烤 ，s 是 si 的 正平 方 恨 ， 可 以 证 明 ， 
当 k54 时 


Rio ,ce) — R* (0,0) = EB *o(e) (e0), 


ET =n* +0) (cQ) 


(参看 Ghosh and Sen(109)) AE tE), 
CD. YE xx 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 ,*; 服从 Foisson 
分 布 ， 即 


1 ， 
Py, k)cg;Ate 5 (k-0,1,*), 


其 中 小 是 未 知 参 数 ，4E (0,50)， 
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假设 用 zn mix, 合计 引起 的 损失 为 (za 一 A Mk 
X MAS 4E 8125 c CESO, Wy n dos an edo e d o6 
Ln = (Fn — :+ on, 
Te i DUE A 
Rin, AC) 2 nl cn, 
TE noen* = (6711)? 时 述 到 最 小 信 ， 这 时 最 小 风险 近似 等 证 
R*(À „ĉj = R(n*,A,0) = 2025. 
-四 于 AL). n* 不 能 求 出 ， 自 然 应 考虑 停 时 
T -infiín, ny Hen*zrz,iiXHs-o. 
用 7 估计 造成 的 总 风险 为 
EO,0 = EiL), 
可 以 证 明 
HO 0) - R5(A,02 2 OCe) Ce D, 
£H Ghosh and Sen(1991) 的 第 二 -但 。 
(D 考虑 线性 模型 
{= Xp+E:, i= 1 2, 
这 里 6,, 05, 是 独立 同 分 布 随机 变量 列 ， si 一 Ni0,o50，c 和 
B= CB; BO 都 是 未 知 的 。 Xa Xa EEL ÁS FI [4] E. 


4 


Xo (Quy rmx, Ya = (itt. 
假设 X nX n ERAS, WU B Beh Rait 
Ên = CX, XQ) Xal ne 


设 用 Éa fibt 8 引起 的 损失 与 观测 费用 :之 和 为 
Lasn a AA aX ano DD re Ceo), 
如 总 风险 为 
Ra v ELQ-uno?ne, 
Bm 


nzsn* = {opa tj! 
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时 Ré Eh H. 
Ras = 2 epa, 


由于 未知，n* 不 能 求 出 ， 自 然 想 到 用 
„ol ; 
Snip Xa. Yan XE 
去 合计 c. E 
T = inf{n; nky H nepsa jh, 


其 中 ko 着 p+ TI。 我 们 用 ? 作为 停止 法 则 ,用 s 作为 8 的 估计 量 ， 
用 下 下 示 这 时 的 总 风险 ， 可 以 证 明 


H-RQ6- to) (o>0), 


参看 Ghosh and Sen(1991) 的 第 十 音 、 
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BAR MHA RAH AE 


$1 和 外 叶 斯 统计 判决 的 存在 性 


关于 统计 中 的 欣 叶 斯 《Bayes》 方 站 , 读者 从 普通 的 统计 书 里 

EATE (参看 陈 希 括 (1981)}。 我 们 篇 略 地 叙述 一 FP. Bx 
XQ Xu 是 来 自 总 体察 度 为 Kx ,xn;9) 的 样本 ， 其 中 9 是 
末 知 的 ， 经 典 方 法 把 参数 8 看 作 是 客观 存在 的 常数 ， 通 过 对 样本 
X, XS 的 研究 ， 对 8 给 出 估计 什 或 者 推断 6 是 否 属于 某 个 给 
定 的 范围 。 贝 叶 斯 方法 认为 参数 68 也 是 随机 的 ， 总 体 的 分 布 密谋 
Í xxznig) 应 看 成 是 8 给 定时 ,Xe ,Xu 对 9 的 条 件 密度 ， 
i fx, xai = f(x, xQ 10, 
如 果 的 边 绿 分布 一 一 称 为 先 验 分 布 一 一 是 已 知 的 , io Ol. 
于 是 根据 概率 论 中 的 贝 叶 斯 公式 〔 严 密 的 叙述 和 证 明 见 下 面 ) 就 
可 以 求 出 8 XERRAS X ue Xu 的 条 件 分 布 - 一 称 为 后 验 分 布 一 一 
记 为 上 gl xy…xzw)。 在 此 基础 上 就 可 以 对 参数 8 进行 估计 与 推 
I. 

自从 1763 年 贝 叶 斯 论文 公布 上 后 ,两 百 年 来 统计 办 关于 贝 时 
斯 方法 的 合理 性 一 直 有 和 争论， 并 且 书 形成 了 贝 叶 斯 学 派 与 非 风 叶 
斯 学 派 。 叙 述 贝 叶 斯 方法 的 书 很 多 ， 关 于 贝 叶 斯 方法 的 合理 性 
以 及 如 何 确 定 先 验 分 布 的 问题 迄今 已 有 很 多 研究 成 果 ， 可 参看 
De Groot(19700 € Berger(1980) 诸 人 的 著作 。 但 是 争论 还 没有 结 
束 ， 本 书 作者 认为 ， 贝 叶 斯 方法 是 很 重要 的 ， 对 子 小 样本 情形 下 
的 统计 推断 ， 不 利用 贝 叶 斯 方法 似乎 准 有 好 的 出 路 . 

本 书 不 讨论 员 叶 斯 方 共 的 冰 学 基础 以 及 先 验 分 布 应 如 何 选 
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取 ， 只 是 从 纯 数 学 的 角度 舰 述 贝 叶 斯 判决 问题 的 精确 提 法 ， 在 十 
分 广汉 的 条 件 下 ， 严 格 证 明 贝 叶 斯 判决 的 存在 性 。 本 节 只 讨论 非 
序 贯 的 情形 ， 从 下 一 节 起 讨论 序 贯 情形 。 本 上 千 中 的 许多 定理 有 普 
遍 意 区 ， 在 统计 学 、 概 率 论 、 控 制 论 中 均 有 很 多 应 用 。 

给 定 三 个 可 训 空 间 ， 观 察 空间 (入 F e), BABO, Fa), 
行动 空间 A, ga) 及 概率 空间 (OQ, r, Pe) (OCO.0XH x. 
FoP F WET E, RERE 4 Bc. iN PICO, 9 
Eai AUER, 7 34 D EM, FATEN 
察 到 的 是 XWA ARAR LO DERB T OLA, Pe 
DF OERE MAR. TR (O.36,.0 LRR 测 度 为 先 验 分 
布 ， 称 (名 ,多 rr) 到 (4 ,8 的 可 测 肌 射 8 为 判决 法 则 。 称 判决 法 
则 5* 是 针对 先 难 分 布 上 的 贝 叶 斯 (判决 ) 疲 则 ， ToU 38) dez 
出 8 有 ROGO LR O), 这 里 


ReDG| f. Ld AX (o9) o P,Qdenz(d8) — (1.12 


EE e FFIR OLR S 的 风险 )， 

本 闻 的 主要 目的 是 证 明 在 十 分 广 证 的 条 件 焉 贝 叶 斯 活 则 主 
是 存在 的 .在 研究 贝 时 斯 法 则 的 时 候 , 后 验 分 布 的 概念 特别 重要 ， 

定义 1.1 称 可 测 空间 (S, Zg) 是 Bord 空间 ， 著 存在 可 分 
Sod BEAB]DE, Ej S EE piy Bord €, JEH 多 s 由 SS 之 所 
有 Borel 子 集 组 成 全， 

-定义 1.2 ROCO 是 先 验 分 布 为 5，X{tw3 =x 条 件 下 9 的 
后 验 分 布 ， 车 它 满足 E 

D HEREZ, OOO 是 全 se 上 的 概率 测度 ; 

2) 对 任何 圈定 的 BE Fe OCIO. 是 x 的 om enr 

D IHEM EE Be BC.9. 1j 


[poc EDE ao = f OCB Ie) pt Cdx), 
E 


QD xA “Borel 出 闻 *” 一 词 丰 几 种 不 辣 的 定 多 ， 我 们 的 定义 比较 具体 ， 便 十 
使 用 。 . 
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jx 
PF) | poen e ptio 
-0 


ABl BLUE XOR GEIN A fti. 
3&4 LE SIUE AR PED AT A EE. 
定理 1.1 dE x 0X (Qu P 到 可 测 空 间 Cen, 
GV 中 的 可 测 映 射 ， YGOoA (OO. 到 Borel 35] CE, 82 中 
HoA METERAN P(x,B) WE: 
D PI, 是 多 上 的 概率 油 诬 〈 对 一 切 xe» 
2) PCH BD 2E Sv Hop OFU BE 30: 
D M—EDLBC.ON, Ti ， 
PIY€ B| X) 2 PCX(9),B) @.s.), 
证 明 ”首先 考虑 一 个 特殊 情形 : ESRC 00,90. gh 
Ui 一 维 Borel EHAR. O 乃 企 体 有 理 数 组 成 之 集 . 
XOT ERI n, BEA PEOR PCY SIX. BÆ 可 
WH, Ve (PrP) LOWA g CO, GU 
POKI = 9r(X UD. 
m . 
-Nest {x: gre COZRSELCOO] 
E (^ mr) 
N = 1X: limg, 16) 79: G0) zm 
N= fx Jim g1 (x) =0}, 


N. = EF lim 5， (x) 21, 
: Dus 


sav fi De) CD, ne) 
TiTeQ 


我 们 来 证 明 PCX C B271. Xx E 


P(Yxr' X PIY <riX} (a.9,). 
a | 
POX€ Nr.,r}=1, 


PAESI 
PON N,-1, PENEN D=} 
POM c NI]. 
FREA 
PON € B3 - d, 


MeBOARIAMEM. A 
geix) = sup ge GO. 
tek 
Tu 
TM x c BM. IERE x.c B. 4 
Gu CX) = guO89) C—HB] u D. 
Bg x. g.GO XE u teg. Aat, H 


lim gy(x) 70, — limg,G0 =1, 
ue n 


Afi HERMIE pO 使 得 
PG, C= 20,02 2 9,00. CB) 2), 
于 是 对 每 个 有 理 数 > ， | 
P(Ysr]X)-9pON Ww), (= 00,0) (2.8), 
由 此 易 推 知 ， 对 任何 Borel fi A, 
POYEATXY = D(X, A) (2.8.5, . 
EREHE, XE Bore! 集 A. p(x ADAE x ff) me n ORI ER E. 
现在 考虑 :最 情 形 。 设 CE. G0 起 任 一 Borel 空间 。 训 以 证 
明 存 在 从 (E.g 4 (R; #0) PRI ---- np NA Np 00. JB] 
Kuratowski zz fB&n, AHE BEZ, 
JOD TETE xE BAER yO E Fa 
令 ZG) = OY Q0. WM ZECI BR, Ze) TMA. 
33 Ard eu Bia 882 UTE TEPRÉR POA), AE: 
D Pix, PRSE EX pu 
2) POLA) AE ZW CAE mi 
33 POZC AL XO = BOX Q2, AD. Ca.s.), 
D 
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pex, B) = BOx,JCB)) CBE 3). 
易 知 P(X,B) 对 x 是 .名 r 可 测 的 。 PCx,B} 是 B8 的 概率 测度 。 攻 
P(Y€ B|XO-PÍZC (B) X27 2(NGO ADD 
=p{X (w), B) Ca.s.), 


定理 1.1 证 毕 。 
给 定 (0,26) 上 的 先 验 分 布 * 及 氢 率 空间 ,Po) 
GEA, PAD 是 8 153.27. TMAR). 今 吕 = 日 xD。 PE Fon F 
Xeno 代数 ) LB TE LETNE- -的 概 KME 了 满 号 ， 对 任何 
peg AEF, 


PBX A) -| P,CECD, 
E 


他 


6(0,002—0, TH, = Xi), 


从 定理 1.1 百 接 得 到 上 下 定理 : 

定理 1.2 ME 9,23) Æ Borel Riil, MFE QC OWE: 
QCBix) Xx oup. I BREME, H 

RÓCBIXO-QU|XO (s. P), 

BOE Xd .PADGEXHES OGO WEERA E EX) ox 
的 后 验 分 布 。 
"s MERESSA QGpQO EC 0 GE £CODELHNL 53 Jpn 
4d: £m. 

friT & SEV fed E gn. a XESK p dy unus hem HE. K 
LECA POE SEDE EE: 

定理 1.5 iR f KE Borel AEG, Ze ERRE d BA g 
FD. XOD, A PORCZ Vor e W gris BL o6. 
PQC*OzbCO, 90 Ef Bess rr, (RVEdE EGRE OBIUEJOO xm. 
Pavia a EET SM pco. iig 


PONE w=] pO ,x)sQdx», (1.1)? 
B 


这 里 4(，》 是 e EAS c 有 限 的 测度 ，8 是 多 。 中 任意 元 ， 则 
QCR!) -| pcdelogcdg) 
是 先 验 分 布 为 <，X = 下 的 后 验 分 布 ， 其 中 


px) " [reote l 


2 a.2 
p(u,x)£ (du) 
a 


证 明 易 知 CQ(Biz) 是 x 的 .加 = 可 测 函 数 ， 又 是 8 的 概 率 测 
度 ， 
PRÜCB.X€A - [P ox e otio 


=| | po, uCdx) |ë ao) 

HL. A ] 

=Í n p OE lacas) 
ALJB 


+ 


=f F pe |x)£Cd0) - [f pQu,xX (du) Jao 
AJB `. a 


= Í, QCB| of pa XM (dioutcdx), 


由 于 
px ee = | | po xvncdot eto) 
[ r 
- | if oeste ia, 
Cide . J 
页 
acB,xe4=| QB| Fd. 
TXEA} 
XX 3e HH 


s$eBIX)-QUBI XO (a... 
MOG O 是 后 验 分 布 ， 证 毕 ， 
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MEE 1.3, CDER Bo AKo T6 ERE. XXL 是 计算 
后 验 分 布 密 放 的 著名 的 贝 叶 斯 公式 。 

有 了 后 验 分 布 ， 可 将 判 决 革 则 5 的 风险 (平均 损失 )R, (C6) 
( 见 (1,1)) 改 写 为 更 有 用 的 形式 : 


Pe CA) =| P oce iota. 
用 Ps，) 表 示 先 验 分 布 为 时 ， 和 随机 元 针 的 概率 分 布 ， 于 是 


R= | Leg, idF; 
-和 


= f [[ Lado Ip am. 
A " 
Re x) = [,1«o.2coot i12, 


ERRA xit, o 的 后 验 风 险 。 很 明显 ， 若 存在 判决 法 DU 
ó*C OE: Hox, 
Ralts) mdnf Ra (8,2), — 
则 bi - 
R. (6*) = inf R: (6), 
即 | 5* 是 由 叶 斯 法 则 ， 
下 面 正 是 科 用 这 一 点 来 寻 我 员 叶 斯 法 则 。 为 此 ， 先 来 证 明 关 
主 可 调 选 择 的 重要 定理 ， 这 个 定理 在 许多 理论 研究 中 都 会 用 到 。 
定理 1.4 设 (X, 几 x) 是 可 油 空 间 ，《Y,. 徐 y) 是 可 分 完全 中 
离 可 测 空间 (多 y 出 Y 中 全 体 Borl 集 组 成 )，P(Y) 是 了 的 全 体 子 
Aldd x. WEDPIEXS POYO Akit, WE: 
CD WHAI x€ X, FORY pE AE, 
(22 对 关中 任何 开 集 G， 
(x; FGO 1G SIE. 
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WEE X, 2x) $8 (YZ) 的 可 油 映 射 CO. GER 
foo € FOD C-9) xe x5. 

证 明 .不 妨 设 Y 中 两 点 间 的 距离 p(yiyss) KENT D. du 
Hzír,r,eejYcnoE & oup B8B um f S. ÜEXGUHÉS WA T 
fn Cn 这 Dy， 满足: 

D fa Fa NES (0250 


2) plfn GO, FG) «s (nz200; 


32 THOME (mel). 
我 们 可 用 归纳 法 作 到 这 一 上 点。 实际 上 ， 取 fn, R fn-1 已 有 定 


-ARRA DD DHAR., THRE fne $ 


ct «[s. TM PO) ys). 


pi = fe: 5o fia o» ge) 
AT-CIÜDDI. 
易 知 X = Ua, 当 xE ATMS 令 fu GO mn M EAT- ATU 
"A D GD 时 ， & fr Tr’ 这 faw XH BRA. 我 
DEAH, EEEE 为 了 看 出 这 一 点 ， a 
Bt e s. ecu rg. 


Dil 
GEREF FŒ NBI - (EE Sy, 


又 根据 fat HER DI - IP 0€ TE 
oA? = CN DYE .Dr, 

从 南 fx 是 多 x 可 油 和 的。 由 于 x 4 时 ， 

(258. 


六 人 L > 


故 POS GO F GOD ze 
由 于 xe ATHE, 


PCs CO FO gi 


d 
M PO ,fn QOD Xue 


可 见 所 造 出 的 Ama EK. (Gun 法 原理 ， 对 - 3] n0, fH 
ATEX., HF 


: . uen ] 
DAS sn Dan 9200, 
t= n-i 


REAREA WiC Mea AEA OO. MAOO 
是 .多 x 可 测 的 。 由 于 


PCF CO TP G0) s 


[s PCF GO (05 = 0, 


由 于 EOOH. S&EÁOOCFOO. uH. 

定理 1.5 k XFO) 是 可 测 空间 ，(Y ,多 y) 是 可 分 完全 
WE BE eT LAS (8I Cm v t APR Borel RARD. (unm HECOX B) 
S CY m. 085: — JB ap M A 满足: 对 任何 tE ia): nzl: 
包含 在 站 中 某 紧 集 内 。 则 存在 可 测 映射 CO, ERAEN A 
=) CIRIDEÉS: 


Fx) = lim fn GO. 


证 明 ESAS: 00; Ganj yY RREA Cai). 


FOA Nao, 当然 FG) p 紧 集 ， 住 给 定 开 集 G， 有 有 


RFF Fi， 使 得 G = Urs 于 是 


Bx. FOO(1Gx8)- MEET FONES Z} 


maji 


= U BEEZ Cs OD Fa C. 


性 = 上 m=] 


用 只 表示 了 中 的 距离 ， 易 知 
fxs exeo n Fe eie P1 Ula vd. es Fo 1] 
iel k-m 
C€ S x, 
üt 7 ix; FOOITGX EEG. 
这 表明 F(x) HEEEL LARI KATAH C0, WE: 
FOD EFO (7D x». 

任意 Bp. HOP JCO€CQOO (C kl), i Unan 

xe, (Bü EE 
ACD CA) do» x 
pé lim f. Go foo, WES, 

.定理 1.8 ik CX ,:2,0 是 Bored 空间 ，  (Y,.2,0 基 紧 距离 
"p il Zi n. ESED. 是 CX x Y, S y) 上 的 可 WAR, 对 4 
TEER, MAE H BREcDE T e PD 

fO 90) = inf f(x, D. 

TI G yOD sinf foy. BAHEN VOE ZTA. 
实际 .上 ， id Bi: Tie, EC, WBE XY 中 的 Borel 
Æ. H 
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BA fO. 

是 了 中 的 闲 集 ， 从 而 o ERE, ARIE RAIH S Ib 
理 (参看 Kuratowski and Mastowski(1976) 3547190);  Aüpro]x CE) 
Æ x hps Borel, mg 


u 上 
[x, VO CO} = U projy Gran fixo xc -egy 


BEA OO E rmi. 
BEER Y 中 的 距离 是 2， 令 
Fa y) =inf if æu) + rou, vw). 
“EY 
不 难 证 明 Jaces 对 yy 连续，lim falx, y= faxy), ARTE BR TET 
的 讨论 知 nOn 是 x 的 多 x 可 测 晤 数 。 邻 
ga(x) =inf falx, y), gCX) = sup ga CX), 
YEY txl 


WHyoyosa n EY h (E) 可 数 的 稠密 子 华 。 令 
41= dX: nO = 02), 


i - 1 ， 
apex fa ERO f) GSD. 


E XL. An Fa. CM xe ATBE. 54 CO 人 yoy H xE AT - CASU fU 
AT) Gi) tF, €. CX) IR. E RESE Jy nj wi B. 


l 1 
Talx, e OX) ga X) 十 


得。 
ED Us GO. ICRIMIY YERA ARZE. SA NRR 
£O) WE: AiE ff x, 有 n, -n,(x) Gl), 使 得 
pex) = limo, (2, 
TAEL 只 要 ms 必 有 
| fi GG GO) S fa, O98, G0) 
EN (X) 十 E m gx) 十 I ` 
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a i00, 得 
Fix PX EI XY, 


AA TOGO EgO. Bs 
fr fn Gn XY) 
收 0.402900. FÆ 
PIERI CIDE inf fix,u2. 
证 毕 。 
注 : :在 定理 1.6 的 舟 述 中 ， 若 进 … 步 假定 fO y 连续 ， 
则 证 啊 过 程 中 不 必 引 用 播 述 集合 论 中 的 单 值 化 定理 ， 因 为 此 时 
$x) Ainf Fix, y) 显然 是 可 测 的 ， 头 便 说 一 名 ， 描 述 集合 诊 中 单 
值 化 定理 的 证 明 是 相当 复杂 的 。 | 
定理 1.7 (ARR RE: 
UD GA. uo 是 任意 可 测 空 间 ; 
D (0,74) 是 Borel 空间 ; 
D N.F, Pe) (0E6) 是 概率 空间 ， 当 ACH. PQCAD 
CEPDE EEE 
D 4 是 局 部 紧 可 数 基 了 :型 空间 所 的 非 空 Borel FE, gah 
A [fy ax fk Borel T H: 
D LO) EALA WEAR, opa T EES, m 
EHE ate At- A, BE 
lim L(0,4) =% (9&9), 


这 里 A* 是 4 在 EE 的 单 点 紧 化 空间 中 的 闭 包 ; 
D ECE O, Za) 了 上 的 概率 测度 ， 
DXU CF) SEC Zr) 的 可 油 映 射 ， 则 存在 判决 
ikWNS*C-oqgpnox.a2$6CA. 42 Ryu ik, DR. 
R,C8*) = inf Rz, 


Em] 


Ir 
A 


XX" R DOBO. DATEX, Hj 


2802 


RgGD -| | TO ECX D P, deidad, 
9. . 


证 明 HP (9. 9,0 AE Borcsi, Od Je 9m 4p AiE, E 
X Co) 5 x f) P TERR A EO D. BUS AE 


~ 


Ke) | LO HD ECOI. 


KDE] LODEO, 
"E 


3. 


Lo, a [EOD &€ A, 
D Tio, aE A* - A, 

Ba Exa) 是 二 元 Borel nfa Ho a 下 半 连 续 。 从 定理 1.6 逢 有 

CX 2,23] CAS 8 420. f) T AR 3E v Cx ALIE 


K(x,f(x)) = inf K(x,a). 
ü 


fram 固定 AoE A, ^ 


[^^ Ginf K(x,a)«cc, 
4 


ó*(x)- (a€ A) 


Hp, nf K(x,a) ec, 
ü 


从 定理 1.6 的 证 有 过程 中 知道 ，inf Kea) Xtx DoRD2MEA WE. Ak 
$C ORE nS. TK Gs E A* A os COCOA 
C BIO. W 

KG. d*(0) = inf K(x,0), 


也 对 任何 判决 法 则 5 均 有 


Rc = | | LO. 86GDZ(ló|xi(dx) 
Jor 8 


=| KESOMI), 


了 


这 里 MAD = | Pe XEDEA, 即 随机 元 往 的 绝对 分 布 。 于 是 


R: GEI KG 9* CIA) = Ra C6*). 
2M 


这 表明 六 是 由 时 斯 法 则 。 证 毕 ， i 
我 们 商人 恒 指出 ， 如 果 损 兴 函 数 L(O.0) 对 连续 ， 则 贝 叶 斯 
法 则 的 看 在 性 的 证 明 过 程 中 无 顷 用 到 集合 的 单 值 化 定理 。 但 连续 
性 是 一 种 限制 师 强 的 要 求 ， 在 假设 检 驻 和 区 间 佑 入 的 阿 题 中 时 常 
ATERIAA. Pia os A= ceoycc)y 下 列 损失 国 数 : 、 
Lo, s (P Hjo- aid, 
i. 249 — a[ >d 


We a 的 连续 国 数 。 


$2. 页 叶 斯 序 贯 判决 的 存在 性 


沿用 车 1 中 的 记 号 (6, Ba) A, B 0. CX. E. (QUT IP 
及 Lt9,a)， l 

A Aaa AX ato E CO. 8] C o A XE 
2 [RI ff S Diii 5t 3A, HE ERU CaO eaa nS D ELT, er 
EIERE ATHE 

C,zz0, C.(x, x, e CO, 

MAM Cu Ox ue A XL RESI 00A ML EE ELE X ux, 
K a= xn 时 所 花 的 费用 。 

i.y-(8,.Q, S.4-08€X4, 是 旧 Xi 产生 的 
o ER, .s0iXQ XQ). I B3 — HE. BiR, 8 EXE 
PREC f o0) fr HERE ER S t S PE IE TA RECURSO, $n E in 
gU, HITNE F n 

记 
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= XX BE BB, 
AB -imÁoMMNGaMNO. sl-ietfl WU TE. 
a 可 理解 为 “不 进行 观测 ”。 称 【地 "” 到 及 的 映射 i 为 判决 
Damm. 
EIU Fä — B)n(oxnsocoó, d ORAE bE r" gao 
CA E a ZAMRI f S eD Y a AR EML EAT i: 


PA= | Patan. 
Gd 


Pecs], MRR EAR. 
EEko E 和 岸 贯 判决 法 则 6= (0,4), W 


RD = | [ Ceo OX X 00 0 0G X 03 
4 BJ 总 


. P,(do»£(Cdg», (2.15 
Mh ux x OBERE Ox? 0, 
定理 2.1  TEOE EE LI. TJ SR ÉECO— EF, MEX oX tE, 
DMAE, 0 ZWA, JH, 
lim Ca (X, rm XO = oo(- Hx; E Fl), 
MAEM Eme FER A RARE, RAES = (1*， 
d5), tt EAB, 3ER AER ARTEN 8 — (7,d) 畏 成 立 ; 
Re(B*) R (5), (2.2) 
JE BH 对 于 先 验 分 布 Š, 用 B6. I ECX, En) 
记 现 狂人 入 1 X= xn 下 的 后 验 分 布 ( 当 BE .多 了 时，# |, 
Con, X EGRE RIO. E EO, m. EZER, m 


0, D = inf | L(8,t)n(dpp, (2.3) 
onis ` . 


Korm | LE xum xs. 
2B 


AGEBEL. TS UE SE TER, IT ECE” g E38 CA, Z 42 f nT MIU 
f di, yt 本 (ango), 使 得 


AoC (x, , n X42) = | Leo sd CX n x 202 €dO Ix, e X4) 
a 


m bes G Xa D E ae, a ZA AR, Mann aE A, 
Xa DES a M. RA d» fij. 


ec - | L(9,dty£(d0), 
A 


在 U 名" 中 定义 dT: TEST E Tdi aneo). WHE 


序 贯 法 则 5= G, dD, 4 ó= (rT,d*}， 易 知 
Rat ER E) 
EL FAR JE E AE PR ERG =, ODA RRID, 
研究 Ri(8) 的 表达 式 ， 分 两 种 情况 。 
(D {r=0}=-2, pekt 


Ri) = Ll L(9,4) P, Cd) ECd0) = &40D, 
o 
© {T= 和 = 名， 此 时 
Rĝ) = zÍ | || EL, d* Xn X4) 
n=1"® i-a 


+ Cn OG, X JP, Go) VE Cle) 


=>, f [£5 CX, IX n Cal AX X D Ee Cdw) 
位 = 1 


IT-2h] 


- [tos EOG m X -CICX AX IP tde), 
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Fa 5 PEX um XS + CX um XD OR D, 
AZARO) =| zcdPs. paa -zn yes Him yn e = ce, 
fg ULP IERETE CIL R5 2E — XO A. EORR FRI TU. (ERI 

p y*dFP = sup QU dP,, 
- 2 CHEM 
即 有 | e. edP, f o d. CIPRO. Dot - Cd I 
Re YR CH) Ré, 
ix Xe go" ie Di np Er rT- pA ETE VU. 证 毕 。 
HEHE EEM 2.1 中 没有 要 求 观察 序列 iX ,7 六 :11 是 相 
于 独立 间 分 布 的 ， 了 由 没有 轨 求 . 


iim inf — Cx, e, X4) = c2, 
下 Ty 


内 而 适用 范围 很 广 , 贝 叶 斯 序 贯 判决 法 则 的 停 时 通称 册 时 斯 停 时 ， 
OE 1o 称 序 贯 判 决 靶 则 5 = CORR NECS docs dg gon 
， 若 tr 是 有 界 停 时 ， 即 存在 正 整数 襄 满 足 P aml, 
ps -ERR G: 何 时 存在 截断 型 的 由 时 斯 序 芙 判决 波 
Wi? 我 们 有 于 列 一 般 性 结论 
定理 2.2 在 定理 1. 7 的 条 作 个 一 写 下 ， 如 果 费 用 请 数 满 足 ， 
ColXiy Kos Xa Cn XL XS La D ELD, 
lim C,(x,, XA) = 08, 
LEIREN Je eS. Ted SEXE m iN. 
i» E isup Ps E OX. e X 27 Doo 
i) ainm, XCEP, ass uy. 
Po EQX qun LX DECR QX Lu XS 
Eto GE, AX aD 
+ Cre CX, mS XUL.) 
(这 里 E; RTP WREG S.-00X. e X, PUMA SL 
J(2.3)0, MEEI I Bt FT. I A Uc ZR Mp o* — Cc* d) WB. 
287 


三) =1, 
证 明 BRER 2.1 证 明 过 积 中 的 记 导 ， 对 任何 序 质 判决 法 
则 5 = C7,d)， 仍 记 $ = (9,490. BGAIR CO «RGDO BH, R; D = E; 
zr。 令 T= min(r,m)， 我 们 首先 指出 ， 
五 < 五。 (2.45 


wirk. BEz, = 00, HODR. VL Ez.—co, dH 
ERE PBKGQGC X 00] 06, 
ERO. um Ny) 500, 
从 而 PG«e»z1. HAEHAE DA . 


zadP, sz za. 1 dP, 
{T >In} Ir >m} 
= z,dP, + Zae 0P, 
ivr-7mhe1] ironte l} 
< z dP; * I Za, dP A 
iT-:1T1-1] iTIÍBERL 1) 
x z.dP,- zydP., 
Un-.TeN! (*2NH i 
故 
ZaüP. z.dP, 
irÍBm) Ung) 
+ f Esap PEX, X07 
. kəm 
T> NI . 
tC, CX ,, 7, X.) dP,, 
4 N--cc gl * 
[ zSdP, s Í z,dP,, 
item} LTH} 
ak 


这 就 证 明了 (2. 妇 式 ， 
4y. = -zafn320， 因 为 和 m 云 0， 利用 最 优 停 止 理论 5 见 本 书 
HAt m, BE 
E,y,--9up(E.p,. TERR ROSTE] 
AFA. OME r Eg, (pot atd", TE 
ROO = Eez gR u 
T Rar ARAN EE. 
fcS Hb. HEBR C.Qr ur) nC, IXBÉCUARIETR HR Ux 
时 定理 2.2 的 条 件 这 即 为 : ns miM, 
Bo CX ur X40) E PEX m X L0 LC Cas), 
, ESI, im sup PEO X) o 0G OR, EFTER 
EE fr DURO FS RENA EEUU. 
32.0 ECK, = nO, PENX uvm X 9) 8 a 
(23.8.2, ABa JE E CO m00, Nun, 适合 
MC 一 aa s inf(n«C aS], (2.5) 


Jp pl ep 3r Fr TRA B EE LER (En S CR MIU. 
证 嚼 EA Palë X pe "sy Xa) € nC za, HNC, LL 


Zn nCleg,. QU Cuz. 


WEZ, o AA cte. 是 最 优 的 ， 即 内 叶 斯 序 贯 判决 法 则 愉 作 
mu 个 观测 。 证 毕 ， l 

例 2,1 XEX,,X..-4ki.i.dBE gpl REI, X,—NO,D, 8€ 
(—05,00), Az (-c20,05), L(9,a) -wt(|8—a|), 3X HB w(OX 
jE fi 897 ERE G0), Cu Gn unm ux) S nCOCE D, VEO AERA 
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di AEN (0,07), ATEX tpe X n= ali, 8 之 后 验 分 布 为 
na?g g? 


Nè nar ra) BEAR ERRER 费 用 ) 为 ， 


. j fe 09-67 
PG Qr m X840) = info ry ê z8* w(|0- alyd 


esl aat" iss - 
"vast [. 28w(10+C- aldo, 


这 里 C= nasa/I+aoz Beg. 易 知 下 确 界 当 4=c 时 达到 ， 
而 且 
1 u -852 Li 
pote Gr, ue XO =a e /2 OK》ag， 
此 式 右 端 与 #1;…,xs 无 美 。 从 系 2.1 知 此 时 夏 叶 斯 序 贯 判决 法 则 


的 样本 景 是 固定 当 数 mm， 其 值 由 公式 (2.5) 来 确定 HA A 
数 凤 人 9 当主 增 天 时 增长 得 不 能 本 快 ， 应 有 !>0 使 得 


F e^t twdaj dige, 


正面 是 两 个 特例 : 
| 1, MU. 
(—) wb p 
0, LESE 


这 里 1 是 已 知 的 正 数 。 不 难 算出 

PE Qn ur x40) 2 26(- IZ E n22/205, 
这 里 e coddEs edi. AEBS, 即 可 决定 最 优 的 样本 
Eno TAREE M tjm. 


n 


" 
d* zo? S X f] eno, 
1 
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这 个 竺 例 实 际 基 个 民间 估计 问题 、 我 们 有 出 A RA i ii 
mp Aie. AEREN E Zt dE. Wu UO. qd» L1. Bg 
JE. EWP IBEX 


t 1 


C=? Sx i + E PE 
L 


E wit) = t*, 
Hp. 


FaSt, sn E ctf] 一 na?, 


ig DERE AS AP HU FADE: 


gË fA DE 
Cen v ,-7inf( Cn 2h 
] 十 Md ? "m lotam 


OMME», a poe ANHE. 


例 2.2 dX DIE Urag DU E ny Ze B E Dp iit. E 
98 - C, D, S E Hnemm--gBerel WA, A= 10,12, 4 AIH ATE — 
WijBerelfiilmk. 2010.15, dd z-—HUITABHE. XXa 
“ÈR, F Po BiRi Tæ iid HRyH, H 

PX; =D -6-21- P4CX, 205, 

TIRE RRC OUMA C, x4) 2 nC), 

M C98 2 £28 (00.00.3953 2 dti. MEER EL, a) = (6 一 
a, BEIM, ARREN e XS CAJE AS, -$, 
+1), iX Sjs Xite XQ. 易 知 使 后 验 风 险 最 小 的 判决 为 


ESSE 


PEAX HS XD Svr esp 
4$. jt 


LORS -0y iao- 


5*2 


ta 
=] 
Hai 


. QN; 十 DESG + 231 
Qq-23)1g -3 
StD- S; D. 


Q t2) 432 


o C; -pDii-2-(j 十 ] 
G+ G -3) 


j*2y 
62). oa 
+ -3) AG +3)° 
故 
lim sup PEX r,X :)92 50, 
j rm “ 
于 是 贝 叶 斯 法 则 是 截断 型 的 。 


(EET, FIR RU MIORLO D = SE RERE 


TE, MERR 到,, 必 ,六 ,后 ， 使 后 验 风 险 ( 不 计 抽样 费用 ) 最 小 
的 判决 为 


4-7, BCECX Sn X 0 +, 
从 系 2 知 贝 于 斯 法 则 的 停 时 是 国定 正 整 数 no， 它 由 下 式 确定 ， 
Cno+ 二 =inf (cr+ i) 
ü L1 


i 1]. 
易 知 这 时 ne = [| 或 去 | ^1. 
` g-a y 
在 上 述 例子 里 ， 若 把 损失 函数 改 为 LC(0,2) = (x55) ,其 
它 条 件 不 变 ， 则 可 以 证 盟 贝 叶 捧 法 则 的 停 时 仍 是 截断 型 的 ， 详 细 
212 


iexR Sau. 


$5 独立 同 分 布 情形 下 的 序 货 判决 


AW zie, BEX Lu EI POE 
65. E Jh sr Ibo d S B Lote EE OLEO FE 38. X, RF NIE RI 
CP PCSI, SURE CíG. x) nC al), CEER 
fu. VOLES, 我 们 水 研究 斯 售 时 有 关 的 公 XXX. 3E 
讨论 中叶 斯 风险 


ec = iut | f CECO dt se X D) + (CP ,(do)0(d9), 
T2ü0J- D 


0578 £i n ORRA o 的 先 验 分 布 是 #， 在 得 到 观察 值 
XQ2cnye Xa m xoa Zo. TETEE n 次 观测 后 停止 的 
贝 叶 斯 风险 是 PsCE CX unm D T XE 280 次 观测 后 继续 观测 下 
zs ALME OS x00. ARM 
PO rmx DO = eum xS 

时 ， 没 有 必要 进行 第 2+1 次 观测 了 ， 故 可 以 设想 ， 最 优 停 旦 5 即 
贝 时 斯 倍 时 } 应 是 

t* =inf{fn, n0, Due x23 = PaE m 4003. 

XxA- £6 Ye TI) PE REVESE A OH GDE,  BGEE MU EAR ER. AC 
节 的 主要 任务 就 是 证 明 这 个 结论 ， 此 外 还 要 给 出 贝 叶 斯 风险 
PEXG Xn)) 之 通 近 公式 ， 我 们 首先 昌 证 明 - -系列 引 理 。 

中 理 3.1 设 XDE, 0 3 Cm 860 z REA RE. P009.) 
ETIR RORA ANO RIAM, NU 


[Iro LX Q0) P Cd E (d8) 
= | | fx)¢ Cd0)x)P¥dx) 
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=f J feo X e»t eta X co» P eoo. Q.D 


这 里 
PaA | P, CofE GO CAE s, PI(OB»-PICOXZB). 
Di MESE E VICE = Tp(9)1a(x) 的 情形 (一 般 情形 可 由 
此 受 典 型 方法 推 得 ?。 此 里 (3.1 式 的 左 端 为 
f PAX EDE), 
《3.1) 之 石 端 为 
ECB LX Q9)? P , (do), 


(XC AI 
ii P.» oo EKREM, GE. 
-POEB OSEBX a.s. PO, 


即 
P(EB,XEA)= | EBI XBi. 
LEEA} 
但 是 
[Pee ota = | ro XODA, 
B (AEE. 
又 有 


ECBIXY dB, = | (B | X)dP,, 
e XZA! (ZEA! 
于 是 (3.1) 成 立 。 证 毕 。 
引 理 3,2 X,Y 是 (0,.8，Ps) 上 相互 独 阐 的 随 机 元 [一切 
PED, JONESEN, M 
Etg X , YO| XO = {Erg YD) | s x (5 Ps), (3.2) 
这 里 使 用 记号 f(x)|s- 1= 了 (0， 
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证 明 | gX ,VIP 


ixcA: 


=f | Ioxceay OCX ,Y ) P4 (ov)E (de) 

"ME NEN 

SIRE aca OX Y] X P Xo) £ (40 

=Í, f, | E alf AGO gx, Y R | P,CdluM (do) 
Tx 

=f f gY] a-d XP; do) 

= | OOE eaa Gn Y) Le Pi Go) 


= LE tiz3 9X, Y 1| 4 Xd P,, 


ix-4A1 


这 就 证 明了 (3.3) 起 成立。 证 毕 . 
我 们 仍 假设 损失 函 数 Lco D M E EO Or AR. VE 


Zo = PE) = inf IROCO 


Za = Pol (X p, AX a HCE, 


注意 ， 由 于 aE a D EER", gO EP ur MNR CAL 
$2, an 是 到 可 油 的 。 设 {#aE ya, 7) 上 - MA 
数 ， 第 一 章 定 父 了 此 族 的 本 性 上 确 界 (ce.sup)， 类 似 地 也 可 定 交 
本 性 下 确 界 Ce .inf)。 实 际 上 ， 可 定义 

e.iní(f,, a€ & j — —-e.sup( — £,, T2 
a= e, Inf ( Es (2, |. 4; tI, TELF SMS PEINE). 
CENSO Yn=PCECX e X0) en CORO) (ais PL 
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EBA — ffXKBEGE Xiseexx. 从 定理 2.2 的 证 叫 方 法 知 ， 有 停 
irrtOgx, xs ÉORO, INDE: 
ir*-d)j€ QS ue IX SL OO, 
PCR (X um X2) 
= Ear s Quum OX uin) 
rt), 
E 
acit tnp ik En, {rsk EAX naats Andr 
MTE Ans x 
PEŠ Qn arm XO 
= inf Ens, za) PE GG unm Xn CX quam XD 


T 


+C} mC, 


对 于 rzE Ans A 5/3. 24 
Er es a XP Qna m X840 CX y 1 XQ 


* TeC}j e cx isis n . 
EQUO GG m X) e (CX n XS) Ces PO, 
于 是 
B CX,, X OE inf EeP EX X 0) 


ttl Fa -nC 


Yp tC (a.s. Pe), 


a 
yas DC CX, X 9)  n*C(a.s.P,). (3.8) 


ERAZ tn, WA BEz”, tE 
I TEC B.C X40 m Jp OC m XO, 
于 是 | f 
E {PEX XDD TCX um INR 
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: E 
kon 
PECX oe NJ e ket er) 
ILER J, wa . - 
M ] : X Z 
LP zac gy One ma Xia um XL) 
b-n 
2 EL . 7 
- -PORE CX an XSOCX uL e X 0) 
十 外 sf US | 


I ln 


| . 
三 了 Fa 
bcd 


LPSG Qn um Xn) (XN) ee LA 1) TÓC tG, 
IE xix. 全 
Br= {Cu ti), Gr m nd UE Bui), 
=infil, Xun X peh 
W? =LA e X 0€ BV, ME 


H Tel; Sa, OXG te XG) = pu GG nO 4X, X Ds 


. DEREN 


LATI 


(1, tt X Ave X4) 


n+ 
. LPE CX XK), X 1)) HECE} 
=D Ees, E sy PED 

= 全 


La Gr, tm x0 CX 1, X D) € ICT) 
SRPBIE(X, e .x.55. 
Britz wf AL 
Ez GqGGCX,,,06X 0 e c C | m, 
SeX e, Xa D *üeC(a.s. Pa) 


LH rS FE E BE m 
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Fa OPEN, IIS X42) a TEESE DET Pi 
UHR G-DAGE E BHS. 1a. UE. 
E ox E 
pis z "(Bj i PN Gyt Y.) miae PIN 
引 理 3.3 Pius, EM ' 7) 2d | 和 


AAH PRP UEO x0, om Ed cu 3 D. 
ERA IA STOF}, AE BPR, H 


Persa (OEA, Xa XE ET 


= RO 1515, NX mI € ADECGdQix x45, 


zz . — Ejro XQ 
a Pesos a (OE ALQUG im Xm) € AD dPs 
1 


= p RI 2t Xu) € ApS CIO | < 9, x42 


IE 


e pU (dae dz,) 


- [fox XO c A 


"OX ia unm X m E ADQZCGUD 


" . XL 
=| £CA|x,, m Xu P, Cdx,, e dx 
A l 


= Ep GAIX tmt X Daa CX ism XD. 
男 一 方面 ， 
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| i| £CA xj, rem xg Xue tm Iu 


T dp*v cos 


E - E, . . - 
7 | Ei poc EV CÁ x veux marota XQ 
e i . . . n 
- roo ji 
pd E 
edla CN marr Nm .dl 2 


tue ms 号 Te 


X nal aA m?ta, A na i Ut XR iix, =X;dP; a= l. eV, H) 


一 | l EEICALX m Xn X aX n) GU 
Qi XV cA l ERE > 
. Fap X narat Xd Pe 
zog. CEA sa, CX i m Xm EA X ist XS, 
所 以 U 
i - | ! Xj 
| Passus EA, Xa, pitt. X m) & A, dP, 
H 


=f f. . ECA|x, xu na X EG 
n 


Eja t X UA. 


由 TAn 4 的 TERR PE EE A, | JL FEARI QU Dn f 


Pus. en IR ALX, Lee Xn) 


o 
SEKA Eten X ca g) Casse Pire roh 
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is 


引 理 3.3 证 毕 ， 

EaYs. 是 Xu MES. mee 1 知 oC CX , X aD 
Aa TMAR ns. 相等， "me XÆ 
Fn 可 测 的 ， | 

定理 3,2 令 

r* zin£(n, 820, P CE, se, X 3 = PEX yi, Xa D) 
 BICERUHNIERE GET SERE. 
证 明 记 ' 


Za =Po lE CX, An) +h. C20), 
s =ê, inf{E {z| Fa): 了 是 停 时 ， tma) 


从 定理 2.2 的 证 明 过 程 知 to 全 taffn， y= sn} 是 由 时 斯 停 时 ， 但 据 
定理 3.1; Ya = PG CX Sm AX) em C, UR 
ro= inf{ns PEX, X) = Po OG s X= t 
这 就 证 明了 z 是 贝 叶 斯 售 时 。 - l 
O 8k5.1 设 "是 8 的 任 一 先 验 分 布 ， 
AnA Vue AX n) e nCénz20), 
P) zinl[(E,z,, 1220, TEX Xp 2 (SBHT, 
P*O = inf (Eg, TSL EX Xa EY, 
-dnf(n, "AO. PMX ,ee X3) SCO* OL OX e 3X 53) 
mRNA. | 
-证明 BAC = min(os C), P*O), ik PO = psGD 成 立 的 
WEREMA, ARRS. MERR 1 成 立 。 证 毕 . 
定理 3.2 在 理论 上 很 重要 ， 但 实 用 上 不 方便 ， 因 为 贝 叶 斯 风 
OM eC OC so)) 在 一 般 情 况 下 难以 求 出 。 关 于 贝 叶 斯 风险 的 
特征 以 及 如 何 近 似 求 出 ， 在 De Groot (1970) 545 中 第 十 一 奉 里 有 
论述 ， 在 Berger(1980? 的 专著 里 也 有 很 多 论述 ， 
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$4 AJETHSHRNIDN 


H Xo Yoe EC, Z, P o EH. PEART 布 序 列 ， Aa p 
fioul. : 

p= P X, =1)=1- P(X, 7 - 0). 6C (0... 

设 0 之 先 验 分 布 是 (0,1). 上 的 均 区 分 布 (说 作 )， 损 失 函 数 为 


| Loos (x 5). d.n 
UE ERRARE COSI 采取 这 个 损失 了 涌 数 的 意义 是 当真 值 0 
靠近 0 或 者 1 村 ， 只 有 的 近似 值 和 与 9 相 装 很 小 时 ， 损 失 才 会 
小 ， 以 药 旧 的 疗效 为 例 , 普 病人 使 用 该 药 后 被 若 愈 , 则 规定 X = 1, 
车 未 被 治愈 ， 则 规定 X-0. 医药 试验 的 重要 任务 是 合计 滩 
fgBUR O-POC- 1) 有 多 类， 当日 很 小 或 者 很 接近 于 1 时 ， 则 可 
以 下 结论 ， 前 者 情况 下 ， 药 品 应 读 淘 沐 ， 上 后 者 捕 况 下 药品 值得 广 
泛 提 侦 合 用 ( 当 8 的 值 不 坟 小 也 不 太 大 时 ， 则 难以 下 什么 结论 ) 
为 了 判断 0 是 HEU HEX O01, BR POM a HA 
过于 0， 损 类 质数 (4 .正好 反映 了 这 种 要 求 ， 

我 们 弃 单 项 观测 的 费 出 是 C >0， 我 们 来 妇 求 对 应 捉 失 函数 
C4.1) 且 和 补 嫩 分 布 为 均匀 分 布 的 中 叶 斯 判决 共 则 (由 叶 斯 估 计 》， 
我 们 知道 ， 在 观察 了 TXT 固定 ) 后 ，8 的 后 验 分 布 是 8 
分 布 即 为 8668 +lrt+l)y， 这 里 


Sa ET » Ja = i S. (a1), 


3o da f] AC isit 0 yE? | | 
SSAC p e. Aai O ZTE- iE kt SEE YEA tE 
ka pp i u 12 . . 
raos f EC 0 70 [eua YIX ge Xa) 


dl 0) E 


: A MEDIE 
EO; *bfy*D gil- 0). 


(4.2) 
4 n=0 Hf, TT Xa X ,) 理 解 为 初始 分 布 (均匀 分 布 )， 
8X, nm, X ,) 看 作 固 定常 数 . 
当 n=0,1 肝 ， 易 知 IE) = co(—H] 8), wA 


| B.E) = co ， palt (XY))= oo 
MinzoBh, IDs, —— | 


8, M S. - 0,2, 


&EOG Xo» [7 icl 
LN 2 is 


Tina. 易 知 
p, 5 $-8 osse panid 
O4. re BG. TY. «il. Isa - 本 a-g9 24s 
i = EN Sa f "T 
了 ep 3G; side sn as - 83/a7td 8-0, 
容易 求 得 使 后 星 风 险 达到 最 小 的 os: 
E n-2 . , D yv. 
E HET HE ZEN 
Ut EE UC M Se=0 或 n, 
mA. 
PatECX sm X a) = fs) 
n1) Sn 
2 (n - 28, f." M Ix PESE! l, 
ntl a g = 人 0 或 nm 
a-d 
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BUR (COE X D PUR Sae DEF RIS. 4 


nin + »p 
m- CiD- $5" ES ix xm -1; 
HaGS)- 
Bil M s-Omn, 
n-l - 
Mg 
HS) = H,(8)eoo, 
o0, 24 $71, 
HG» = JM 当 S=0 或 2 
PES 
记 BG OG m X800 = Hr lS (4.8) 


Fa -万 (Sa o nC (n0), 
TUR Xs) mel, 
209.0), 
PEIRIER ARANIR ROS SERI (sss) 
最 优 停 时 ， BD 3cR EB] c" 使 得 
ESOAEWÉRO O—UNÉRHID. 
首先 指出 ， 最 优 停 时 rr 是 在 在 的 。 实 际 上 ， 当 ”3， 
1«S,«n- 1H, Safan- l, Arm : 


Soc COD cw 
Ox: HC nJ 5 (n (n-jin-2 2) 8; 
:PisQ.-0xX Snit, | 
HnCSn =H 6. 


总 之 ， 只 要 n>3， AA O«LH.CS <<6， 于 是 对 一 切 n220, 
“Hals H = HgS p ~ nC - co(n-x o5) 
根据 第 一 章 定 理 ， 知 最 优 停 时 AERAR., 下 面 指出 存在 有 
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办 的 最 优 停 | " METES: 则 是 AUR 


BIE 4.1 Dns RE Fad "y DLL 


PaGya Sae) TT (a.s.). 


证 明 "s E, 车 Ps (X， fet JE n Eind 0, 则 
Pil Sa T S. e 1| X, Thy SX, = in) 


PCX, meg Xa Ties NES 
P. ÈX am frm X ME a) 


E i i rere dy 


[5 toriai OPTi iad 0 


es p PRRD aoo opu iay 
m Pecans S Tis. Ribes 2. 
TI S | 

E Fist Su ana = ^i (a.s.) 


dS. | E 
引 理 4.1 eR AD. Sa Fon, x POL RER 
HS PSI RECRS O). uv l 


C =inf nan +1) z ji 
mO sintfn: ad Digizg CI" 


: 597 inf {n H a3, Mop uz po 


不 难看 出 amO ecd +5. 


TESIA, HERNE eC, H 
Ea CPLEX aa s AX aa DDTa) 

= Eel Hnr SnD F an) 

= Bellus, p Sp Hnt Sn) | Fn} 


+ EGG "Su eons Sa D Fa) 


n+1 


Ha aC CF +1) + HnriCSn + 1DCSn tD. 
m+? 


JA Hs C$) 之 表达 式 知 ， n3 时 有 
EPa EX X 22122 | 578) 


n(nl 
(n SU, a 当 lx;S.xn-1, 
nz ` 


故 为 了 
p KEOL SX OSEQORCOG, e- Xs otii nec 


nn +l) s nOQTD 
(n-9)S,.f, ^(n—1 MS. f. 


即 必 须 且 只 须 


nin +I) 
Sf. p -2)-D ^ 


+E (ÄÄ 1xS,.2n-1), 


«C O8 gxS,mn-1. 


4 
E nGre1) } 
= E 
"to min[n. "2300 93m - iy C 


BFG MRR ROS ne IMS OR 


PalECX Le Xa DLE PENA i m XQ DD Sic C, 
从 定理 2.2 向 存 在 最 优 停 时 TT* sino. | 
我 们 来 用 后 退 妇 纳 法 寻求 这 个 莫 优 停 压 芋 ， 忆 ， 
En PoE CK nm XD en C On. 
SOLET 
Eno = miny, Ea (Po (FD) (ko ny 7), 72592, 


T* = min{k;, Zaika din iph 


从 第 一 章 $2 中 的 最 优 停止 理论 知 , 这 个 2 MERAH. 我 们 
可 以 用 归纳 法 证 明 
ERTS S) 月 fD = PreGk 一 D， 


这 里 /26(*) 是 一 元 Borel pig. 实际 上 = IK EE YE Eg PA ons 
这 时 到 FAE A l 


tg, rese id. 
-DS PST 
f?e(S5- 
t ` . 
etl, 00. 7 M S-0Xn 


Blaj. it K=: tirib kor. Bj | 
tos JUGS 日 faocd fob, 


我 们 米 研 究 k=:1 一 i 的 和 情形. 
EG?| Fi) SETCE | Fai- 


= Eddis,: =S; cS DN Fs 
+ Eils, -si AKC 二 Di... 


i -1 十 上 


fs 


i ;t+ 
= Gg o! IzS ES t DŠ, 
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Po 
* 
f7», (S) 2 minc Hj .,08) +C- DC, 
MET S. prece SEL), 4.4) 
有. 
fie Gt- Dmin{HiiG m1- D+ DC, 
"au +l, pn i-d 
TTG 1-7 Di i'i ogi = D 
= mia posene 
fedsp! Lefrsqot al 
=p Gh 
这 表明 k=1-1 时 结论 也 成 立 ， 
特别 SPOD S 000 (onm, A 


m=minf k, k>2, ft) Ft +rk.C }. am 


i T fI na ii +C, d nn 以 下 分 几 种 情况 分 别 讨 
it. D. 
a $1 =N, Sa m). S, "f. 此 时 


r* = minik, kalts ftn -f.l 
= EA Epi 


alk ke MS 
二 m:n UE kun, feo» — k-] eec ) =m, 
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È S= 1, $= 2, Sn -n LE 
t* = minlik, kan, Ero = tx} 


= min(k, ken, fH £O ek. 2 


= min(X,. ks; BL GO = HG, Tk.C) 


-min[k, k Ep, Jie) asia. 


G fip kem, BIlS«k—1. HEBDO 


r*— min{k, kh, Eno = Ek} T 


a T,= min| ky knm3,S f. k(k 12 . 


; "X -29€*-DC 


理由 如 下 : 易 知 


EG aL Fi - Oum oU [ SA 


kik 十 D 


[s 
(mE) UG Er OE, ) GEk) 


由 于 EI = iag HUB 退 归 纳 法 知 
An RRE Ey 


Ak e* EIU. 


05 - (Su .;70z2k S, ,-k—1) 
E BR SEke . 
.在 集合 | 


(1S, ck - Din ek) 


(k- Dk 


; 08 A Él 
E; ， Skf g- -1 25k - 37 
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ktk -- p ! 
(k-k 1D) C;" 


; E radit 


EG | ka ER. 


-HORE 


In 
UAE 


$5 = min(f pi EG | S V DOE 
HRS RR TE (n, KO EE UE CR Ete cU d nen n 
UZT, TE. ^ : i ` 207 
| m, i ' ` ` 当 Sn ,= 或 nl 


inf | nnti) . «wl 
nm E Safa 5c 否则 


竺 最 优 停 时 ， 基 中 n, 由 人 (4.5 确定 ，54.5) 中 的 fro COO NI "IT 
公式 .4 逐步 求 出 。 有 了 最 优 停 时 z* 。 自然 就 得 到 8 i5 UL HEAR 
qit gt. 8* 3p. 

whs, (M LESK -1, 

Q, 6 4 $520, 

l, Mp S, -t*, : : 

以 上 是 假定 员 劳 时 分布 中 的 参数 6 HERS 布 为 (0, DENY 

匀 分 布 。 如 果 先 验 分 布 是 一 般 的 8 分布 8(a,5)， 则 仿效 上 面 的 
方法 可 求 出 0 o UHE fr bt IUS RBS BUR M Lii — BD. 当 
a2, b2 ht, BEBE 


r+ infin, nl, (S, ZEIT ` 


8* = 


~l (na4b—DXa*b- 2) 
"C mtasb-8)ne«acb- 4» 


^n c 是 有 界 的 。 有 了 vt sp dedico 的 贝 叶 斯 估计 为 ， 


s x 十 和 一 站 
T* 0a +b- 4" 


8*2 


ZEE 是 基于 Cobilio, 1 P. QUT DIL fe 写 出 的 。 
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$5 贝 叶 斯 序 贯 检验 


在 $2 中 我 们 建立 了 贝 叶 斯 序 黄 统 计 判 决 的 一 般 理 论 ， 本 节 
是 将 这 个 理论 应 用 到 单 参 数 指 数 族 分 布 的 假设 检验 .上 去 ， 

设 Xu 六 是 C0, ;Psy(8E8) 上 的 独立 同 分 布 随机 变量 
列 ， 这 里 e 是 一 个 有 限 或 无 限 区 间 ，Xi HARARE FD, 


分 布 密度 (关于 Lebesgue PME) Je 
EEEE (5.1) 
设 9 4& 8 f —- USER. 我们 考虑 证 列 检验 问题 ; 
Hi, 0«20,€— H,. 07-04, : (5.2) 


设 了 是 6 的 先 验 分 布 ， 即 (6,. 多 。,) 上 的 概率 测度 ， ix Bos. 由 6 
的 一 切 Borel 子 集 组 成 。 章 次 观测 的 费用 是 C (正常 数 》。 我 们 来 
研究 上 述 稳 验 问题 的 中 时 斯 解 ， 我 们 全 假定 先 验 分 布 了 满足 下 列 
很 自然 的 条 件 : 
E EC e; 080, o3 
i (0 £(059006)20, 
这 里 EO) eR BUR 9 Bop BIG CERO BOR. . 
埋设 检验 相当 于 行动 空间 4 由 两 个 元 素 组 成 的 统计 判决 村 
”型 ， 用 a 表示 接受 假设 H: 00o t 表示 接受 假设 Ha >b, 
我 们 假定 损失 函数 C02) RUF PEERS C 
D Lisa) i i 的 非 负 Borel org s 
2) Lara, = L(,2,) 9 PECETE 
3) jz Lp, s EGO) «ce GLD: 


5.3) 


例如 取 | 
Lc0,2,) = UTI (0, 
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LD, aa) = Js iue g1 CD, 
(wi, 0, 0,7» 00 Bol RR LENAR 
在 得 到 三 个 观测 值 = xus Xn x EO M A MEA WA 
EX yy Kn) A: $14 


| expl 0S7 Sx, -woja 8) 
as | 
lr 


PO, Xn (CB) = - T ~ €5.42 
fms 一 Etdi 
AR £r, n ns y EC TE O E 
si-nyis) 
faa) m M (5.5) 


fe Cul- pd uy 


* 


erp t = 5x. 


我 们 以 下 恒 用 TIS 表示 后 验 分 布 $CX1, 7 X82, 采 用 行 E) 
. à 后 的 后 验 风 险 (不 包括 观测 费用 ) 是 


L(t, Kapaj Lo st Mo; XO Cd 8) 


= [ Loss icora ex(- Xa) 
"De X, S Xenna TAE OR ANED 
nce = pini d aihe. 
其 中 = e. ?次 观测 后 应 采取 的 行动 si, WE 


Letnia) = Pos ED. 
4 | | 
L(6»- L(8,2)) —L(0,a,5, 
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L(n,v)s [Lyre cd o. 


引 理 5.1 LD i e ENER AR. 
证 明 YARE: Siik 
{tasë: 9€ (7 00,022) 
(ABRE. RIE ns DIMBA 
BEESCODXGRLG. 9). Bons LE 


fas GM fao, (3) c et toca ke, C /ka Cos 


这 里 
dksQ = | erv-ano cd Da 
Bk Fav, GO/ foo (5) 是 s 的 增 函 数 。 所 以 
| (refs VER] 
EARME. “利用 第 二 C ERE 
Lis - Í, EN TCED 


是 ,的 增 函数 ， TR TS f C Se ERER Emo 是 2 的 连续 
EM. GER. o 
“根据 假定 。 
odo TELS EOL EDO ^ 
Án bon BERGE (E, bpi, A o 满足 
Loup en, ess. G8. 


由 此 看 出 ， 如 果 在 — rr 
a (HERIEU HO, OX cet 时 应 取 行动 a1( 即 接受 假设 Ho. 


2pR: 


于 面 研究 应 在 何 时 停止 观测 ， 即 寻找 贝 叶 斯 停 时 ， ` 
对 ?的 在 何 先 验 分 布 90， 全 
AIAPE POLQX 5, 《5.7) 
这 里 Po 的 含义 与 32 中 的 一 样 。 
定理 5,1 FETERE S mHE 
i) Esisup LEX Si Xn) J} 
ii) ai nam, o 
ACECX ur LXV C (a. 8. P), (5.8) - 
唱 存 在 贝 叶 斯 停 时 r* dE i 
PCrr Lm) - 1, 
证 明 JAS|BES.2 kn o 
E OKE te X aa DD Xaa Xn) 


= Epir mrp PoE Ea Xn X nr 222]2, Ri rn ' 


Hg 
Bx, aX) CX = xy Xa UG os Pus is 

CP eis ror ifr SCR 83, At . - 

PACCX o X422 E PAEL Lu, 4.) EX ay X 
-ACQUUOD, m »X 2). 

从 定理 2.2 即 推 知 定理 5.1 成 立 。 证 毕 ， | 
ATE €S. HERAn, WA BEN ER 

AEX otta Xn DR ERAGE V X a DIGE TE 


EEX , . 
[fee | =inf{a;, PG fua a) = 0}). 


AQ VJAT nE, 


这 里 
tas CB) -| JDNOHCER 
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favCGO BE XL CS. D, 
定理 5.2 Chay, 1869) 


AGCA a X 22] 7 |n. EM =ACN, VR) 
O o s [EDE Wiri DrnogE doy 
[4 


共 中 好 由 (5.6) 确 定 。 
证 明 ”首先 指出 ， 对 任何 先 验 分 布 9， 有 
4 = PELAXE], GD 
这 里 ?Kx 是 先 验 分 布 3， 为 观测 到 X;= xu 时 8 的 后 验 分 布 。 由 
于 . . 
| anb=. tatb— le-bi), 
所 以 2 i 
AM = ACR LO, 0) = EGDI) 
f ler rp Ty 
EC ( HLO D ay LeXos2p - 1.0601) 
= EEOC 一 L] es L0, 
-ELX 9,2) 十 3 [LC aa) ~ ECLOG 09,227. 
FUCTEV E | (D | B 
LaD= | LG eid 0 
PE: 
d L(0,a, (d 6! X )P,(d o) 
"NE - 


二 [ Linc D a, Pgd w) 
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sE LEX Dst) 


赦 55 .9 成 立 。 令 mm = 了 Xi AO. DHA 

' i 
2ACH ,Ln) = Esav gOLOGas EAX 4,0212 一 [LCt. V DI. i 

但 ， 

二 CFan E X ne 
= 下 (和 CH 区 人 X ni) zpi an 
= LG. us x44 
=+], nt XQ, 


PA, 2 — E, |E ltn tX nen 2 12,8 
m . s 


LE 


AU.) = Fa Cy), A 
DC 


- L( t 1,0)U,5,, Q2 - Lin 0 Uso, 0). . 
Riva X VER, Ag 
E, . MESCESPPLO nad SAn) H An), 
n . 


这 里 
hiin) = Er 


Pa 


LHLa Xu Ug,, Wn Xa): . 
hr = E. Co Lin lun + Xn [1 -Uat Wat XS 
- n t 
BE C 7 | s 
' hau) hot) -E. SIMCESNTILP CPI 
n" 


[Lenta EG = Lose. 
5 


网 的 d ) h Co. " zj Un Uns 
A . . 
- hylin? 站 Parri. 
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RRA OE ARERR. KRE, 
AQ) =Í GPS) no CSES), 
9 
这 里 fav(s) 的 定义 见 (5,5)，、 
grs 5 LO 1,0 +U p9 1 (V+ 8), h OE gites 


v.s Be ER ME. dE GO R- POR. CL MENGE: ?的 非 ， 
WEAR. dk l 


AG. wn) AO, vB) ACD 
=E, epe c Poet SINI 


tmu) l-vD 


21 CX aL) 


- |f erste ke poo a 
x 1, 2t D! | 
- | LOP s otn gre m 
这 里 FGG5 X. 的 分 布 函 数 。 定 理 5.2 证 毕 ， 


n= infim, 汀 一 切 nz, AQ r2) C, (5.10) 


从 定理 5. 1 及 定理 5.2 知 ， 贝 时 斯 停 时 r* noCs.s. Po. (5.10) 
式 可 用 来 确定 贝 叶 斯 停 时 的 上 界 。 | 

例 5.1( 正 态 分 布 ) XoXo ARASMAN E 量 列 ， 
X, 4r Tg HE- 


f(x,8) wafer lese: L EB-{- 0,c0). 


0, 8x 0o, 


Ltcg,a,) = 1 
20 lk -60,. 00 
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一 一 -一 一 


k(0-8 0x8 
(eye -| € a) ME 
0 H= pos 


这 里 天 是 正常 数 ,a; 是 “接受 假设 Hi: sg” ,os 是 “接受 假设 
Hy, 6720s". E5 | 
— án Wo 的 先 验 分 布 是 六 (au 


UFPP 易 知 在 X, = xn=xn 下 的 后 验 分 布 Ens rmx) 为 
NO 04), 这 里 l 


B. Troa n + Hoo (0 $e) 


Y 


22.. 1l; 
oaa 727 REG 
Pyes 1 . | | 
LODZXLO, 8) — LV, A 2 EC — 09. 
Lov) =f Econ Eoo 
t [i 
-«[ (8 -8 (2x oo)! 
6 
. 1 U Á D.b8t 
. exp{ - gog (7.4. d9)y 
= k(n — 89) " ` 
Ln —-k(a to 1 OMES AT Ba: , 


Ug = (n c9) 0, — do n 


qROMI-si-0s TE Tno 为 N (09,03 ,从 定理 5. 2 知 
ACER EDH = A v2) o 


: 8o —.. ETE 
| kG - 59 | "Car ye! MN 


i on exp] TO = 0a)? Jas 


ESI 


= EC or Yl £02) Žo: 
| skiy oA)! [nt 0;)0* + Qn gaT, 
HERH One RE nra. MA G.10 n 
mo = infin, nl Ain, vi . 
zinfín, n=], n> (rC?) !k? + y9? 27l oz}, 
贝 叶 斯 停 时 ctun, (ais Pe), mE 

BI5.2C0 SRDA VE XXe 是 "erm 
5 x;-0251, . 

(0 P,(X,21) 507 1- P,CX,70) C00 D. 
aED. Hla xs ERR GE Ha. 0x0," . a, Eo "HE 
受 假 设 Ha. 078." 。 音 次 观测 费用 是 CCE O. MARRA 
5.1 中 的 一 样 。 E 

Ur 0 iesti E 09 B genti Bag bo WIE X, xin Xu 
x» 下 9 的 后 蛤 分 布 trv 了? 为 Bta,5)， 其 中 | 


4r... Db, MOULE Mee 


HFX, 的 分 布 不 对 Lebesgue 测 度 绝 对 连续 ， 不 能 用 定理 
5.2 去 求 re。 我 们 求 直 接 计算 AC., D. id 


LoD2L,a) ~ L(a) = K (8—8,). 
H Eao 表示 8 分 布 (0. ACIDS 
220,0 = Ec, Ll LG XDI EGO | 


= Lassi) PaE DE GO 


+ [L E TES, | Pex, = OF, (d0) 


- [EG pl. 
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r1 
LE) -| EODE (Lo) 
”1 
=K| (8-0 asde) 
=K (a+b) ta — si. 
工 “ 1 
hPa D£ GO = | ead) = (a+b)-ia, 


， . 
f P(X = 007,4, (10) = Ca + byth, 
Fë : 


a+i ta i a | 

Aa 7S BH EE 和 ET go 
bja, 
"atb | . 


ro 7 (a. b), 人 
b) yz 2*1 b ' 
r= fca, 2: nh - Sariy 7O >0}, 


nen. ub etes teta]. 


经 过 计算 得 到 


: Kab LE 
catb (a+b +ib + 3, bens "E 


vl E. "Ka r acl 
AG = aria thti - 9o} ^c, ner. 


Kb à YN | 
ax uxbxi)s HODER 


«0, 其 它 ETE. 
IE 299 


可 以 证 衣 
» K - 
A nv S) Sx 2o 7 892 


ay Fb on i* 


令 


KB 0) cg) 


ng = inf L nl, ag tbo n fI 


=inf (m, n,n EK ~ Bo) — dg — Èa -二 
MEMS IAN TERANE Boh), ARIETE RE 
no (a.s. Peje 特别 , 当 0o Jo Rg =b, Bf, n. ERFA - 20, 


-1 的 最 小 整数 。 | 
大 家 知道 ， 在 使 用 只 时 斯 方法 时 最 感 困 难 的 是 如 何 确 定 先 验 
分 布 ,好 的 方法 应 该 体现 在 : 先 验 分 布 的 稍 许 变化 对 结论 无 显著 影 
响 。 换 乌 话 说 ， 对 先 验 分 布 的 依赖 性 不 应 太 大 ， 近 年来， 一些 文 
童 在 对 先 验 分 布施 加 极 少 限制 的 条 件 下 ， 探 讨 了 由 叶 斯 停 时 何 时 
有 和 界 ，R.H.,Berk，L.D. Brown pl Arthur "Cohen (1981) HAS 
数 指数 族 分 布 证 明了 站 列 有 意义 的 结论 。 设 损失 函数 如 下 ， 
Lig, a) =w a, p, 
L, oa) = db, Lieg (9), 
XMa, 表示 “接受 假设 H O0” cQ RR “接受 假设 Ha 
£0 , ww 是 正 数 。 如 果 先 验 分 布 了 满足， 对 一 切 60, 
(106,007 8020, EPa i a D) 2 
则 册 叶 斯 停 时 是 有 界 的 . l 
Cohen 和 Samuel-cahn 《TI8837 进 一 步 研 究 了 这 个 问题 ， 他 们 
TE 34A xU RC 1D 而且 总 体 的 分 布 对 Lebesgue MIRESE HE SE 
续 的 情况 下 ， 给 出 了 页 叶 斯 停 时 有 界 的 充 要 条 件 ， 现 介绍 他 们 的 
设 XoXo BARES TUMIA EN, X, — 
AE RPOx, WRAN E 
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^O (5.112 


iw 


A TE E, id m e a m n a ia: ‘+ . 


| f(x,6) = exptóx - & (OO ) CET HE 10, 

这 里 4 对 Lebesgue 测 座 绝对 连续 ，9E5E8=<a,b>, 的 是 日 的 内 
点 ， 考 虚 检 验 问 题 ; 

Hy x -< Has 577 Hp, 

设 单 次 观测 的 资 用 是 C( 正 数 )， KRAH CUR: 
"n HC 9&9 20, EO 62h70. 
5 gapio: O«0 HESE- 87-0), 

Be =inf {8, 0750,, X[-—1) £720,£((8,0 - £070), 


f -| pgp LV) -940.)], a 8 Ss 
EM (5, ` 2 ü,- Go 


99,,00 : = TRO, 8i »- Fo, Day 


Qc. 


Cohen 和 Samuel- cahn 的 主要 结论 是 : 为 了 针对 先 验 分 LU 的 员 
H 3t GENUS Je o AR ERI g€0,,00 —C 成 立 或 着 96562 = CAE 
AE Gla Psl. . 

AATTAIOS E REG RU anin TREDEN 
Duke. 


86 补充 与 习题 


| (D 地质 学 家 要 根据 某 地 区 的 地 层 结 ARAARA 
石油 ， 地 层 结 构 总 是 0,1 两 种 状态 之 一 。 Mož OUI. 
` 6: RIAA 已 知 有 下 列 分 布 规 律 (其 中 * 表示 地 层 结构 的 
状态 ，9 表示 石 负 的 状态 ) : 

如 果 该 地 区 莉 蕊 石油， 那么 地 层 结 构 星 现状 态 0 的 概率 
为 0.3， 呈 现状 态 工 的 概率 为 0.7， 如 果 读 地 区 不 曹 茂 石 视 ; 那么 
地 县 呈现 状态 0 的 概率 为 0.6， 呈 现状 态 1 的 概率 为 0.4。 士 地 

. 901 


u ; 
x | 
9 7 , | o, i 
a - - 
I 
06, Oc nf : 0,6 | 0.4 
e CED | 0,3 0.7 


! 
所 有 者 第 望 根据 地 质 学 家 对 地 层 结 构 的 分 析 决 定 自己 投资 销 探 太 
油 、 还 是 出 卖 土地 所 有 权 、 或 者 在 该 地 区 开辟 旅游 点 ， 分 别 记 这 
些 行动 为 4,,85,05, 于 是 行动 空间 为 
A= {0090}, 
土地 所 有 者 权衡 利害 之 后 取 损 类 函数 LO DANT: 
um | ; x 


LUN. (自己 投资 钻探 》 《〈 出 卖 所 有 权 ) (开辟 旅游 点 ) 


AEW B 12 .1 6 
(有 油 ) 0| 0 7 EE 


试 写 出 可 供 土 地 所 有 者 选择 的 全 部 判决 法 由 (决策 函数 ) 及 其 
风险 。 著 8 的 先 验 分 布 是 &(00) = 0.2, $609 =0.8, 试 求 出 贝 叶 
No SEU. 

(2) Ub EGO? «eo, RER: 为 了 EGC- 0? 3538 E 7| ME, 
A Wr 

(3) EIX ED 为 了 E|X - a] 达到 e 小 值 ， 
BA JR a XN. 

CE) WE xu en “是 独立 同 分 布 随机 变量 列 ， 且 


Péx,- Io = REA À qo b 2), 


m A€t0, co). 
A EAEE 
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QU. A, 


| gap rine B-M-9, — i00, 
Jti on, B8 0 
FAA iW SERO 
| | LR 
Ao 7 


XR LRL PIS TTE C. 
MORI A UENEN ite . 
(5) V Ado X 9 2r A CR: E FOOR FOD, ,到 底 是 哪 一 一 个 ?了 
ES p 需要 利用 数据 来 处 理 检验 问题 : 
， 玉 1: Fik ERES A ARH: Fo EATEN R. 
我 们 考虑 时间 序 贷 检验 法 。 随机 抽取 nn 个 e P^ RR a” 同时 开始 
进行 “寿命 试验 ” ， 记 ”个 了 产品 ”的 寿命 分 赣 是 xitay 它 
TERRA, A LP.) (071, DEITA rf BE FLA E 在 
Po 下 x DET I FG EI RI + 能 观测 到 的 是 
y (D = min(x,,D, 
BIE) = {Cx Et) E 


ep len, 


P 


£O) — NOD 8,00 LIS 0D 8,00 Ln Lgs (CO 188 (DD, 

O F= 9G 0 sty (fs0), mE 
BIBE POQXOS 1,2 ZARA, d WA 1 
的 概率 为 区，8 取 值 PRRI L-a Werl 

SERN RE Us 
PenPorcm) P, 
Warp pe TN ANUES 

Sim i L4 CH rr. Raro REO. 

可 以 证 明 、0 cR] F.U20) 满足 “通常 条 件 ”{ 通 常 条 件 的 
rop M UP OR CAS 10). 
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UBER CON 
0, 8=1,4=1, 
0, §=2,4=2, 
wa, O=1,d=2, > 
Sw 0-2,1-1, 
这 里 wv,w1 是 已 知 的 正 数 ， 又 单位 时 间 的 观测 可用 为 C (正教 )， 
FARREA A-(, dD, XB rJR 9,020) RS, d 是 
(Qe, 3 38 (0,2) 9 RIDE SE, ix UH 
Or= [ro], 
4 对 一 切 1270, AD e s), 
d =2 RREH, d= p 表示 接受 H. 
不 难看 出 ，4 的 总 风险 为 
mE PCA) ECC) + worP1(d = "TUE -D. 
N: ERA A=, 3D, 使 得 2(4) 达 到 最 小 值 ? BA UHF t 
验 是 否 存在 ? H 
把 9 硕 成 随机 突 量 时 , Kos? RAO, CEIRO . 
L3: 7160) (9= 1, 2). 可 以 证 明 i 


Lee, D= 


TIAPG-il 文 =- 
i+ 


其 中 
HTC ri Gas /l- PFQD I Gr 
Li - fien (x) l 1- F, 2 


对 给 定 的 停 时 +， 令 


Wl 
1, 妆 Tr + 
d*- 25 


i 2 LETT "m 


A* = e, d*y, 
304 


可 以 证 明 

; 070 PLAIS PLA, 
pCAS S = EZ a, 

其 中 


UN 


Ze = minago, un Com 2) «Ct, 
是 否 有 传 时 vt. Me 
EZ,» Sinfi EZ, it REND: ? 
这 就 是 最 优 停止 问题 OB Oe D di 8]. fox Fence de dit s 


e, 

. 1 350, Bu 
. ] Wy ck I 

-a*m ` 
H | 2 1, 元 NEN 
20 t7 tw 


则 Cx*,d*) 重 是 贝 叶 EAI. : i 
W 我 们 介绍 实际 工作 中 类 心 的 xp". " "— 
B BEILE. Kyst, ey Egas Xy pigat diiith xy tix a HRUA 
相同 的 分 布 Folx)，xoyxa41，… 服 从 H Fl ds e Ai POD oor S 
Fi RCA H FF, 04k ck KENES. dj. ant R E 
DOMI xxu efiri 07 
Y 0 LLL fap 27 2026268 2 A, HB 
T, j —-0, 
(0-mPO -0/7^7, Jum] 
Go 看 成 随机 变量 时 ， 用 5 表示 )， 其 中 0<<x<<1l，0<<p<T。 
id *,—0, 


Pd -5-[ 


Sa m6 xe yum x) (nzz0. 
yr RV nDO sro, 我 们 可 时 工作 为 8 的 佑 六 
RECO, $ 
RoC) = POA c CPQGÜD) pr - B r0), 
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这 个 Ru(?) 表 示 采 用 7 全 计划 引起 的 风险 ， 
我 们 希望 找到 停 时 +r， 使 得 ROCOGNSUDSEA C GE HERO TU 
最 优 的 ) . 
e 
- H,- pU xni.) (n0), 
d Fi(x) 有 密度 函数 1(x) G-20,D, B. 


R(x) - RESTENE 


可 以 证 明 
E OA- Li 
csl] Da- JI 8G» 
ifti 
T, . 
, Hsc »*p Za- pyi I ROX y+ 


iej+l1 . 
而 且 存 在 At e co, D, {E 
_ rt 2inf(n, n0, A, AT. 
”是 最 优 的 ， 这 是 HPAEB (1976) 的 结果 ， 参看 Ghosh and Sen : 
(1991) 的 第 23 章 ， 
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` 第 五 章 序 Book HE 


$1 引言 .(P :4 模型 


在 日 常生 活 、 科 学 实验 玉 技 术 过 程 中 常 遇 到 选择 问题 . 如 ,在 
六 CF 演 轨 个 物品 中 ， 如 何 选 择 其 中 “最 好 ”的 ? 在 儿 个 可 供 选择 
的 行动 中 应 读 选 择 哪 一 个 “最 有 利 ” N 请 看 以 下 例子 。 

例 1.1 ER oios Hi 是 有 个 中 努 星 总 体 ， n, 的 EE 
p, (HA: ÆRE 0, IBMRAE. p, ERST 1BNERO ， 
i=], ek, XkSe pi 是 来 知 的 。 和 如何 安排 试 M, M mous 
I, 的 更 察 值 找 出 参数 最 大 的 总 体 ? 

例 1.2 在 医学 临 康 试验 中 ， 有 天 种 未 知 效力 的 药 要 施 寺 一 
到 病人 {同一 种 病 )， 在 每 一 步 ， 对 一 个 病人 施用 何 种 药 应 该 依 束 
FAB 前 为 止 得 到 的 信息 及 病人 的 反应 情 襄 ， 应 该 尽量 快 地 确定 . 
出 哪 一 种 药 效 果 最 好 而 且 应 读 主 均 力 最 大 的 药 ORHORSRUEE— 
种 药 效力 最 大 ) 使 用 次 数 最 多 。 应 如 何 安排 试验 ? 

$j1.5 设 有 个 Ck 渤 2) 可 以 按 任 何 次 序 重复 拉动 的 "拉手 ”， 
矢 拉 一 次 要 花费 一 个 单位 有 时间 , ' 并 且 每 次 只 能 控 一 个 “拉手 ”. $i 
IPAE 拉 第 宇 个 拉手 取得 成 功 的 概率 是 p Gul 

ek). ERA 成 功 的 报 渍 是 4: (0<a<1)， 类 贱 的 报酬 是 0 ， 
这 些 p, 是 未 知 的 ， 但 在 开始 时 (t=0)，p} 服从 8B 分 布 (参数 是 

apf pP ERE p oH E PRÉS. [RI Bi Ed 步 决 定 拉 哪 
一 个 “拉手 "”， 以 使 得 不 断 拉 下 去 {无 穷尽 ) 得 到 的 全 部 报酬 (平均 

值 ) 达 到 最 大 . 

选择 问题 的 例子 多 得 很 ， 类 型 也 多 种 多 样 很 难 建立 一 个 统 
一 的 模式 以 处 理 各 种 问题 ， 只 能 分 门 别 类 和 逐 类 加 以 研究 ， 限 于 篇 
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ad. TULLIUM EE EAR NUT. 
M Cp* s 4* BERE JA Ke Xl :挑选 均值 最 天 的 总 体 : 

和 armed baodit [up dl: 

t4 iE Je Bre E BURI 

EE "ad bandit pp. 
M nb sgCO ESO PERI, 

A Fluor T AR ke HET EHE Pe Ce 22, Ma 的 分 布 
TP PGAD EPAR GES GAT, I e E m k 
AERA EAn Bsiel fk, (VEM fr BEER 了 的 观 a 和 
不 问 A Habt RR LE Ak DE HITER, 而 且 | l 


E | ? t|dFCG eco (8€ 9). 


pinki RRM k 个 总 体 中 抽 料 并 在 适当 的 时 修 像 点 - 
后 有 是 够 的 把 提 技 出 均 信 最 大 的， DER 
: 所谓- 个 EROS Jun FE EX 10b TA. X hor Rh 
| Habl, 4 Eas Ae — b BEAR 个 总 体 进 行 ; 试验 (或 抽样 、 MEH 
t ABE BUR GRE ik XC RE, X4 ED 了 是 线 止 判 总 
法 则 ， 停 止 试验 后 氢 出 饥 : 一 个 (或 至 些 ) 总 体 是 Rit" <ER 
RAM). ， ERIS GL B 

EG E 

E LS ood t Uusia a 

| E op ER jal noiai, | 
up R- item. | 

bk). 

yg Od ORE " 生 的 9 代数 。 EG 


à = Qu "6,0 € 8*, 


A. HE wie Pg II 对 任 何 2 jx dj dsena 
Flor kJ, . To 
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EE m ree a PE TH i T ii a a a a Án LLL 


Pelo: SEG, a i=l, j= h ky 
-II TICFO 0p - fc 251,02, 
jede 
Ep Fig pE I7; Bor ER Gs1,7), 从 Tulcea Æ 理 
Au, HB LXEAEI PIER. 显然 ， 随 机 变 重 族 
{xj J5 l TX» 
在 Ps TEREE, nutu 1:137 11 03M 的 随 
机 变量 列 (7= 1,4, X). | 
定义 1.1 称 9= (ofi ORE E Pa 是 0 到 {1,2， 
v kR OLD, e, EFTER Hne, 9.F c 代 
Bo Go gotas. OW Jb sí 是 第 LUCRUM, GUB 
BE Me, BEO | 
"il pT GSD, o (1,1) 
这 里 ZEN 
l Ta = io. "mu os .2) 


TG) 的 直观 讲义 是 SUE n PIEM AEN; 中 抽样 的 次 数 ， 
iki 我 们 还 可 以 定义 随机 化 的 抽样 法 则 ， 即 ，.， 
sun I s PrE Os (P1 Vis ts Vai nop) t3. 
ATER S EMG BUR T- E -Ic fs ese a E — E, 
我 们 只 考 碟 非 随机 化 的 法 则 ,但 第 一 FAIR Mois 
To WüeREEIL (i= 1,8 s.s 
定义 1.2 H. 
: Fn =o{P f> "398 Vn} SD, : 
关于 oc 代数 流 Cr aon> L SRE 
CHORÉRMCHEBOES A. 他 
© Q= traco], 
S.-(B. BCQ, X—HJn21, BA (2-0) EF, 


. 809 


定义 1,35 FG D ME CES. kr TEAM 
T =T Jof b Fe A HU M Dll 

Pe PRAET 的 意义 是 OEC 作为 最 好 ， c üp 35 ffi d 
大 ) 的 总 体 ，、 | LM | 


id uci psp dF Cx, 8; 3 rec -Ni AL T 


sk] A 
a BIOAK HE. AAE B 2n | p e. 


Deo | . 
0077 OR tn LM Tu. n an. 7 
BAUESE RUE R Jd ce, e TIE: 

int P. a (hr = ) Sp", 7 


de 
Ti EL SR ERO ÉD i L AET RA TE b AREO TRE 
通常 用 C3 表示 事件 i9: hr COLD 可 改写 为 . 
inf P Aae =p* O . NS 


a 


邮 正 确 渤 择 的 概率 不 水 于 p". 

a.D 通常 天 做 (o* A EL VE] i fic Rd s i 
(b*,4*) "BOX, REPERIO LACK MEER -文献 很 多 ， 可 
参看 Bechhofer; R.É.(1084), Gupta; S. S: Panchapaliesah, 
S.(1979) J Büringer et al. (1980). iy "on 

TEETFEPRBIE—TSU EL. k-2 而 MaI EKAN 5 
BAW, SRA PE PaPa l ED. 此 时 可 把 F mi 
建立 的 空间 O 吉 以 缩小 ， R o-10,1». FEO 中 柱 集 生 成 的 
cU. Pom Pope, E 的 定义 和 HERU 相 fil. angi x 

x 1C) Hag X 也 和 上 而 的 一 样 。 UII ra CORR 
id. mH. 
Po, QU e Inn (f=1,2) 
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É RADR HUE Cot .4 条件 而 第 平均 样本 景 小 的 选择 方法 ， 

fi FE EMIT E HL T.F TEER RU PRTHRUES, dI 
3i ig FL IRURE FH ESAE AR PW DEW. VT 法 则 和 PL 法 则 ， 
5EX 0.4 BR v-C(QGE, 0 GPW 《Play winner rule), 
PP L, | 


m = 人 II 次 观测 秆 y; -= 1， 
l 3- fia My, (10 0. 


feyiEUi. PW UAR. AEA He ERO RHEL, Hd 
下 一 步 仍 在 这 个 总 体 二 观测 : 者 观测 值 是 由， HTE- -FRB — A 
总 体 进行 观测 。 
定义 1.5 Pee fes 9 为 YE 法 则 《 即 所 谓 卉 进 HERD, 
" E un er 
6 [bo 0€ AE. .. 
PUE O38 让 是 偶数 CSD. 

这 个 法 则 可 理解 为 ， 每 次 同时 从 Mis II 中 各 观测 一 次 。 
”定义 1.6 、 称 %= pit 0 W PL RH, 车 对 一 切 Pub, 

s = 当 第 c ERU n Te 
COME ELM 15 0, 

PL 法 则 在 临床 试验 中 常 引起 伦理 上 的 争论 ; B. LE 
医 死 了 一 个 岳 人 ， 下 一 次 怎么 还 可 以 使 用 同一 种 药 呢 ? 但 从 深入 
的 研究 知道 ， 这 种 法 则 有 时 很 有 好 处 ， 

三 种 车 则 可 用 图 来 表示 ， 其 中 5 表示 “成 功 ”， 即 观测 值 为 
1 ， 下 表示 “ 拓 败 ”， 即 观测 值 为 0。， ZEE 


. PW 法 则 mE 
dL i ix dus 1 2 ki 4 5 & 7 8 
H, S—S—-F F ru 
HE ^ "i x Pl 
S= PF EM M 
YT 法则 C 
JL IK ERI 1 2 3 4 & b T $ 
Ha. S 5 8 F 
nn S E F E 


PL $p} 


ELE. 1 2 $ 4 5 6 7 8 
Fn 8 S S 
B" A NOON 
n FFs ` hi ^ 
Rol. 


以 上 介绍 了 常用 的 抽样 法 则 。 常 用 的 停止 站 则 类 型 较 多 。 


. $0) - 之 E 


T 


` i a ` 
Fin) = XP z 


其 中 了 =1,2， l | 
| R,G) 2 5,600 + FG), 
Rn) = $400 F). 

这 些 量 的 直观 意义 是 :5yC9) CF ODEA nA Ak M A E 
Hip hi FEORRD IE EL £5 JE 23 IX DS" C WT od ex Rs 
RC 用 是 到 n 2p DE LR He T, lE nu ELESAE e I5". f 
次 数 加 上 从 总 体 M 中 抽样 且 结 果 为 “失败 ”的 次 数 。 设 r,C 是 
正 整 数 ， 令 | | . 

ti=infin, [Sn) 一 Satny| =r}, (1.5) 
这 个 二 就 是 一 个 常用 的 停止 法 则 。 这 个 停止 法 则 常用 符号 
[$,- S =7 来 表示 。 业 似 地 ， 用 1 一 Fl or 表示 停止 法 则 
r =inf{n F -Famoj =r}, 

用 *max($,,9, — r S min, Fo 2 C" gez PE ETE UU 
ra=infin max(S,(n), S, — r E minc F an), Fan = C), 
等 等 ( 即 用 一 个 事件 的 记号 表示 该 事件 首次 发 生 的 时 刻 )。 

终于 判决 靶 则 的 类 型 较 少 ， 主 要 是 三 个 。 

SH, 
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r= {> 当 5,008,000, 
2， O HEMAN, 
这 里 * 是 停止 法 则 ， 下 同 。 


下 型 ,， E 
r.[i M FQDOSFSGO, ， 
42, 24 FaF), E 
UN. Í o ds. P 
ES 4 RER aY 
2, 当 ROO RC. 


— 集 . 记号 (PW, |Si S| n S) 
表示 这 样 的 选择 方法 ;抽样 法 则 是 了 下 ,停止 苇 则 是 ISi- Sel =r， 
即 由 (1.50 确定 的 停 时 ， 终 止 判 决 法 则 是 SS 型 。 记 号 CPL， 
. max(F,,F,y- r,F)Mfyir XE 类 似 的 。 很 明显 ， 可 以 得 到 许多 种 
选择 方法 ， 我 们 希望 找 出 较 好 的 选择 方法 。“ 好 ”的 标准 起 码 应 
读 包 括 两 条 ， 一 是 满足 Cp+,4*) 条 件 ， 另 一 是 平 蜀 抽样 量 小 而 且 
BUR-RLLUE CI eo US £O o ER RAE h 

我 们 指出 ， 只 要 + 选 得 适当 ， 方 法 m 

- Fiz CPW, Si- S, | Er S) Zu 
就 满足 (p*,4+) 条 件 ， 推 导 较 长 ， 所 用 的 方法 可 用 于 研究 其 它 
的 选 反方 法 。 以 下 的 讨论 都 是 关于 F, MAR, P= (0,9, JE 
PW 法 则 ， 停 止 法 则 由 (1.50 Hx TES 型 终止 判决 法 
Wl. UC 


令 、 
上 一 3100 - $300 (2D, 
$100235,00 250, £940, 

` g- CPi Ppa) 
不 难看 出 


D Hk EEPLIGEU RR A5, CO = 8T UNI, ENG S 
5X42.. - 
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i. —03, har DPs 
Ss, zx), Mp xp, 
为 了 计算 这 个 概率 ， 先 证 明 儿 个 引 埋 ， 


引 理 T.T 在 测度 Po Foo Ens Yas): 7 人 是 章 次 马尔 可 


证 明 dug =l u=), 8C. OC 24 uox 
MO. BAA ORAE. 
书生 
= quis tD, 
Polgn-1 Slp Pren 5218,5 = Hin in Pns = lpo 
= dV). 
Paia = a = = in 94,1227 
= ?az 六 (7 sin)» 
Pinn =}, Par = 8]f,-21,,7,— u, a Sins nan 三 2) 
48s — Du 
HERI R.. (Enna): n0) ERRORE. ute. 
A FEE Pe HP. IE pp SekSE*W nOn. e 


o Pas Panoo Fs 7018, Em Tni =1), 


Y 


Qa = PO «oo, DOJE = ni 72). 
BT 
Pas P (FA koo E Eare Egal 
Zr Ér E n, rS lT i) 
= PRE ko (E£SIE, erste, [Etana r 
Siekg= ?THe =n fia E D 
从 引 理 1.1 知 Pr 与 i 无关， 同 理 Qn 也 与 i 无 甘 ， 
引 理 1.2 对 一 切 -r+lxsnsr-i 有 
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PQ-zp,P..144)05 . €1.6) 


Qn = Panor TAPrns 0o | 00.70 
EH a =1-p 6-12. 
证 明 
Pa 5 Pit cot TO Xr rr =I 


BE =n, Ti, Py = il tP(rsloo.P, 70, | 
Xi 
-pPiuso5,4. Oe n+l Pal} 
*qyPinee 9. Osi =n, +l, f;.3 2) 
= PPn tn. . : 
XkWEUEH)T (1.60: ir. [BRA (1.75 也 成 立 。 WEB. 
Mas —re2xnxr-l, AULO. T EUH 
. piPrnri— (ua e pe Part pP, = " 
这 个 差分 方程 的 符 征 上 方程 为 
(00 P (pit px *p,-0, 
其 根 为 =l =f, AFRA e FER 
. i I 
Pa =C, +C", 
其 中 Cs 是 待定 的 常数 。 从 定 文 知 
P.-21, Q .-D. 
于 是 可 求 出 


Cim. mILER 
' TETIT 4;- gA? 
— 1n-T . 
Pa deed Coredxnxr-], 
2 H 


— ner U 
G, = 227 92^ (-rigznzr-np. 


BÀ (0.6) fü O.D ALEI., rns -~-r+1 了 村 ， 上 上 述 P,,Q ,的 
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AX XC AE BRI. 
我 们 假定 开始 时 是 以 概率 3 从 m 中 抽样 ， 则 


Pp opp ln 00s 0) = ic. 00 


Bk pP >P tF, 


a 2ga- +A 
P popp (CS) = ry 


HEHA AIR, Pcp 时 ， 


Po. CS) = (0 * 904" - 29,477 
gore (C 2045 - 414) 


+ 


: LP. 
这 里 4=pu， 


给 定 prE (二 ,1 )， 我 们 来 选 = 使 得 


q.8)- ， 


. P(CS)zxp*. 
A 
A= impl x=1 -lp +p. 
不 难 推 知 (1.8) 成 立 的 条 件 是 
pln + xt - (Gx* - AS p*(O- 5*9 2/[0 -pt Qx + 201) 


A 
iet) 
n[ 1 + 1 


l-7x-434 


记 这 个 不 等 式 的 右 端 为 A. AO 43) 条 件 知 7 应 满足 下 
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Mon M MU PENIS aene RAI ee e HW ARS mam pono brem xe gas 


A. 
r> sup fcs, 0 1424 Arl -34 . 
固定 x BR. BaO DRAR, Hr 应 满足 不 等 式 ， 
+ sup{ f(x,4"), 34 «x«l -i4 . (1.9) 


fx,4*) 的 表达 式 比较 复杂 。 当 p+* 心 1 时， 有 下 列 近 仆 式 


dn in [c1 - (1f ir. =] 


HERES "n . 
| | 


当 p*æ] 时 ， r 时 达到 上 确 界 


riacacl - p*))j/IlnX1— A, 
Wa. Dk, RER r 为 不 小 于 这 个 上 确 界 的 正 整 数 ， 则 Cp*,A*) 


条 件 就 满足 了 。 
为 评价 这 样 得 到 的 方案 
P= (PW, [S -Sr e, 
ARAFE Er RK ATRAE EA Erala 
是 来 自 较 小 参数 的 总 体 的 抽样 量 ) ,以 下 记 ESAE, 不 妨 设 pio» ps 
Gp, py 时 可 进行 相依 的 讨论 ) 于 是 


a Mot. 
: =i > 
当 ji sr A 


LP ' n 
U,- E( 2j Lepal = nmi el), 
kil 


T1 ot 
V. - E( 2 Lepal Sm TSi 2) 
k=į +1 
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这 时 


" PE - S.) (Gus. 
ITEA, Un u AX. KER E, 


Us = E( 2 {pad eiia EMTS a=) 


E 
i=sįal 


B " 
= a( 5 EERE Faua otea ġa jier sg 5m. 
kzi- 


TSt, fa 5 


xXx 2,-1-p, (i2 1,2. 


证 明 


U,-E( > Tæ,- -T $ilibl9Te- SR.ldcT 
krivil 
T 2i) Bg THOU, TS i21) 


这 就 证 明了 《1.10?， 同 理 可 以 证 明 (1.11; 成 立 ， 证 毕 。 


A a.J 和 (1.100 得 方程 
PiU nsa ZHP + peli. +4,=0, 
PERRAS R, H-N 
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DLE Geste) kzm0 ERA IRG R Bt. iUn ji XX, IB 
Vs d : AX. 
2H81.5.X--D) -rodlcncr-1, di l 
U,z2 pU, tg Vs, C1.10) 
Vn= pa n-i quU I, (1,11) 


ie J3 £z — B RR E 
=C, +0," 一 E (4 = Pa). 


PP Pa 
HEXU.20,V _，=0, 可 求 出 


C=- W 0. Pirnat 
: (COPS CPi PD (n7 Sgh Y 


C= 2qir + Pug, _ 
? (PSP A 一 9 ") 


" qr n) (2q,T + Pos" CAT =A” PH 
^ Di — Pa (Di = TIC '—43) 


Y, hom ipe (2g,r + PAT (9,47 — RhA") 
— Pa (p, POA — 94) 


HugR—reluxnaur-l. 
我 们 假定 开始 时 各 以 概率 于 从 总 体 I 和 7 reels dt 


* 


Ets LU, * V9, 


所 坟 | 

-r tP- AT JJA" Ta) 
r2) 2Cp, 一 NYC EH ~ d) 

34 pips 时 ， 用 同样 的 方法 知 


(205r +P) Cl — AP DENAT um 
2Cn,— P CJA ta 


Epor) TaS 


-— 
[e] 


Pa = max(p,.p,2, Pe = minkpiypz)， 
a=1—Pa: Gn—-l-fPg, 
则 对 一 切 PD 二 Dos, 有 


， C2(1 ~ pir + pa Iq- A? DERAT T4), 
Ep, Pa 下 是 二 六 一 


2(pi — POA 7 一 942) 
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用 ca 表示 从 有 利 总 体 ( 即 含 较 大 参数 值 pa 的 总 体 ? 中 的 抽样 数 。 
当然 mm = za+ts。 仿 效 上 面 用 过 的 计算 Bra 的 方法 ， 可 求 出 


_L2r(l ~ Pay +Pa ltl — A YIA” g) 
DCP, — Pe) C447. 2 7 一 qa). ” 


有 ppa) ta” 
于 是 得 
Q 7 AGAT 740 [rii tao * i 09 | 
Fi 7# +I; 二 
1": CPi PLGA t -9) 
易 看 出 | 
Ep cp fa Ep p a iPas 
上 面 我 们 仔细 讨论 了 选择 方法 
PF = PW,|S -S$| =7,5), ” 
究竟 这 个 P, 有 什么 优 缺 点 呢 ? 这 需要 同 其 它 方法 加 以 比较 。 对 
其 它 方 法 ， 倪 如 | | 
FAVT, SL S, rS, 
FPL, |F- Fal rF) 
等 等 ， 也 可 以 计算 出 满足 Cp*,4*) 条 件 的 + 以 及 平均 抽样 量 Er， 
Ers,Ers。 由 于 篇 幅 的 限制 ,这 里 不 去 具体 计算 了 。 很 自然 想到 ， 
应 在 满足 (2*,A4*) 条 件 下 ， 比 较 各 种 方法 下 的 平均 抽样 量 及 不 利 
总 体 中 的 平均 抽样 量 。 慎 得 指出 的 是 ， 没 有 一 种 方法 比 其 它 各 种 
方法 绝对 地 好 ， 以 下 我 们 称 两 个 方法 与 4 是 可 比较 的 ， 若 它们 
在 参数 允许 的 范围 内 正确 选择 的 概率 的 下 确 界 相同 (或 近似 相 
同 )， 在 这 个 意义 下 ， 上 述 三 个 方法 PrF a Pa 都 是 可 以 相互 比 
较 的 ， 比 较 结果 见 表 .1.2. 
这 个 表 的 用 法 是 ， 若 以 平均 抽样 量 Er 的 大 小 为 衡量 标准 (Er 


较 小 的 方法 较 优 ) , 则 查 表 知 ， 当 paE (0,- Jer mtt rms 


Mp.Cc [£.,1) EF. LT, 和 .好 ARLI 看 出 ， 没 有 一 
个 方 法 比 其 它 了 两 个 方法 一 致 塌 好 ， 
. 820 


Dot RO e mo noa tae 17. dammam Ce Lig rar A HAITI REACH ep DU! nnne dns c si ces amm amm u m -+ 


LL maxtpr Pp) 


还 有 许多 其 它 的 方法 ， 上 比较 重 要 的 有 : 


P SCOXS maxcS,,8,) zrS), 
SUCOYT maxi, S) 20,8), 
SZ (PW,min(F,,Fy-r,5), 
S15 (PLmax(PF,,F,) =r, F), 


s. A(PW, |9,- S, =r 或 1 -了 RES), 
I 2 


P A(VT, S1- sr R [A AIP-REÉRSS) 
(FE 肌 ,maxfSi SDr PFE C,S), 
SuACT,max($,,8,) 2r 9g min(F Fp =C, S), 
Ju AOCPW,IS -S zt F,-F,2C,5), 


Heh y= SEF j-1.2. 
对 这 些 方案 (以 及 其 它 的 方案 》 都 需要 进行 仔细 的 研究 ， 恋 
者 可 去 看 H.Biringer 等 人 (1980) 的 专著 。 这 里 只 说 几 点 结论 ， 当 
Pa 小 时 ,rs 与 多 :一 样 好 ， 当 pa KEF, Pa bm, HY. mu 叫做 
Fushmi 方法 ， 它 比 Fi Pa, Fn 95 4$. "ET ÉD, 好 ,但 宅 的 个 
FEAR num. 的 停 时 只 是 有 限 的 ， i 
， 这 方面 的 研究 并 设 有 完结 ， 在 各 种 补充 要 求 下 ， 于 求 优良 的 
六 法 仍然 是 许多 作者 的 研究 对 名。 状 莉 的 文献 殷 是 集中 在 上 丰 个 贝 


321 


” 努 里 总 体 的 选择 问题 .上 ， 对 其 它 总 体 研究 较 少 。 除 了 上 述 Bürin- 
”ger 等 人 的 著作 外 ， 还 可 参阅 愉 .E，BHechhoffer and .R.Y, Kulk- 
arni (1982) A& Ghosh and Sen (19915 ff) 8 15 齐 。 


$2 平均 模型 一 Multi-armed bandit 问题 


本 闻 讨 论 一 类 特殊 的 选择 问题 。 即 所谓 Multi-armed bandit 
问题 《简称 MAB 问题 ?)， 这 个 问题 起 源 于 H.RobbinsC19520 Be 
名 工作 ， 是 一 个 提 法 简单 但 并 不 平凡 的 序 贯 控制 问题 。 虽 然 该 问 
题 的 名 称 来 自 财 捕 ， 但 它 却 有 广 证 的 实际 意义 ， 在 序 贯 鹿 床 试验 
中 就 有 这 种 问题 的 例子 (参看 1 中 例 20. 该 问题 的 一 般 提 法 是 ， 
X Aele HERDE k Pte k H;i a A A i E 
F(x,uj), uy ELG ole KA, U g R” 中 已 知 的 Borel f. 假设 
从 每 个 总 体 进行 的 观测 (抽样 ) 和 不 同 总 体 进 行 的 观测 (抽样 ) 都 是 
彼此 独立 的 ， 且 


[. [x[d F(x,u) «co eie po, 


我 们 应 该 如 何 序 贰 地 从 这 外 个 总 体 中 抽样 ， 以 使 得 抽样 (观测 
次 得 到 的 观 齐 值 在 长 时 间 (Cna 一 ceo? 内 有 最 大 的 均值 ? 注意 ,在 这 个 
问题 的 提 法 里 ， 不 等 处 停 正 法 则 和 终止 判决 法 则 ， DET 36 2:9 
抽样 法 则 ， 

BASIP PRIS. WEARI, A, Pa), XE OSRIR 

- .多 是 口中 全 体 柱 集 生成 的 oO RE, u= Ceu EEUE 

Xj rodar TRECE ER, 7, -的 分 布 函数 是 Fax uj) 
G 21,-,k2,15 ja 9 (01, 95, 2 Ap ESTA WI] CAL 8 1 中 定义 1.1.)， | 
记 ya 为 第 7 次 观测 值 ， 吕 


| Ba Xo aC inl), (2.12 
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n 
TG) = D le,- " (2.2) 


inmi 


S,2 Dyi, ElSa= [ SaaPu, (2.3) 
i=1 . 2 加 
B* Zu = max HCH, ) em iiu), 


Ri) 一 TRY — Ef ane (2.4) 


我 们 称 R8Cz) 为 在 头 二 步 中 的 “遗憾 ”(regret)， 

MAB 问题 ， 如 何 给 出 抽样 法 则 ?， 使 得 对 一 切 参数 上 E 5， 
ELS, 在 呈 充 分 大 时 达到 最 大 值 ? 

显然 ,MAB 问题 等 价 于 下 列 问题 ， 如 何 给 出 法 则 ,使 得 7 很 
大 时 ,9 在 头 # 步 中 的 “遗憾 ”最 小 ?7 

已 有 很 多 文章 研究 这 个 问题 ， 其 中 Lai 和 Robbins (1985) 的 
文章 是 比较 深刻 的 一 篇 ， 值 得 重视 下 面 主 要 是 介绍 他 们 的 工 
WE fO 0 AY ERE F Ox 0 a SHE ES EC GF o ARE 
v) fk 


一 fO 80 l 7 
roD f [ER rea v (2:5) 


3j Kullback-Leibler 信息 量 ， 它 是 用 来 刻画 分 布防 数 FCx,9) 与 
Fe, DDH. MA, 
OT A DOO. 
BEBE: 01 时 、 
GAIA. 
我 们 还 提出 下 列 假定 : 
BEA.: HE 6D 0 和 满足 C1) 二 4200) 的 8,4, 罕 在 8 二 0， 
使 得 对 一 切 满 足 
HCAYEHCOA EHC + 
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89 L' HJ 


d1£€8,A3 — 108,270 | ZE, (2.6) 
假定 A HEM AEU 及 s 六 0, 在 在 4 EU ,满足 ; 
ACAD ACA HLA) +S, (2.7) 


A- 
AG» (8 u= Q4, m ux) maK ACID (2.8) 
BG) = tu uz Qn tuj) AC) 7 max Cai (2.00 
定义 2.1 BEN o ERF, PADER, 
2720,44 | 
REC) = DC (n—20), (2.10) 
容许 法 则 的 直观 意义 见 下 面 的 引 理 2.2。 
我 们 要 证 明 下 列 重要 结论 。 
定理 2,1 MEREZA, A 成 立 ， 则 对 任何 容许 法 则 ”, 有 不 
等 式 | 


AL RIO S2 pA uu (2.10 


” lhg; eiu pcs T 
uc (nem HL) EUN, 
h*- max sj) BP UŽE Cus, ug). 
Ie 
为 了 证 明 这 个 定理 ， 先 证 明 几 条 引 理 。 
ko 
312,1 - Eusa = D Aup E Ta G) 


j=l 


. R " 
JE SH E,S, = E, (3i)- E, Green) 
. . i=l dd . 
APR (Zhe, ppm "m 


i=l 


ta, 

a 
- 
- 

u 
^ 


k 
= 之 BUD ETa D)e 
i- 


ur. 
3]182.2 it e REA. JU TEf ucACGOCR O.800K 
>00, 只 要 HLA HY = RN 


lim P (r D jen). l. (2.12) 


证 明 设 8= ors p, 这 里 Bi =u GR DIE, 2. 由 
TY BCBCD AEIR 2.1 5n 


REG = DERC) = a0 EST. QD 


i-i 


Smin [4(4) - s(Qu)]* SEST,G), 


ij 
于 是 
22 E,T «G) 2 o(*), 
ij 
En= {Tn Oa) la n}, 
Kl 


5 E,T, G) = En- T,» | [n - TaD] P, 


i-i "n 
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nC InnP,Q,), 
从 而 有 


PQCE,) 2 0(n* 71) (n=), (2.13) 
4 | | 
i 
Li [EUG DIG) 2 
1 1 . 
D= EO (Lg pi daln ny. 
我 们 指出 
PQCD4) 2 0I). (Q1). 
实际 上 ， 
PatTa(1) 


= TOO) m dauern, Tí QO m du Le epadan} 


= DELEIER p JP, 
ar ner ipt 
j 


Tze! -alnn, PuCTn (1) zd. T QC) = ik, 


L, «Q-2)*lnn), 


TE | K 
PD) Zn" 1 PD). 
利用 (2.13) 知 
PutDn) 2 001) (fi20), 
利用 强大 数 律 知 


lim ! L, 2 £(u j 4) (a.s, Pa), 
. r 5 n 一 
BE cacl. Bn 
PQO S; PE Lg, gs (17 a)ln n3) 
*P.GERT: cO - C 4) In nb E, 9 (1 a)n n n). 
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<<Pu(D。) + PLUR iis iB L> U- alan} 


+ Ps{ 存 在 ;>ia 使 得 村 Luo 51 pA] 
-0(1) (fir oo), 
这 就 证 明 
P, GIO -0Qj,A)7! Inn) = o(D (n0, 


BE(Q.12))3K. WERE. 
3EXH2.l&guEBR ” 设 # 是 任 一 容许 法 则 。 由 于 


p -ETa DSA- A) 


in -—7 
Pul Tue >A -DEAD 
A. Si BE 2.2 An 
aD EA EUGA 
令 5 一 0, 再 利用 引 理 2.1 知 
Jim; HOS $5 qo*-uqg Dra. 


alu yet 
根据 假定 4, 及 有 4s; 对 任何 2 汪 0, 有 4 满足 
MT 
CE DESICHVSILR 

这 就 证 明了 (2.11) 成 立 。 证 毕 ， 

58 9,2.2 称 抽样 靶 则 ? 是 渐 近 最 优 的 ， 若 ? 是 容许 的 而 且 
《2.11)? 中 等 号 对 一 切 成 立 。 

渐 近 最 优 的 靶 则 是 否 存在 呢 ? 根据 Lai 和 Robbins (1985) 的 
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究 ， 当 参数 集 U 是 一 维 Borel 集 时 ， 在 相当 广泛 的 条 件 下 ,可 构 
造 出 源 近 最 优 的 法 则 。 他 们 的 方法 是 基干 未 知 均 值 ECui)，…， 
ACui) 的 置信 和 序列。 具体 介绍 如 下 : 

为 确定 起 见 ， 设 roto e ERRE BG; F POELE 
的 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 ,x Bo ER CE FOD, WEAR 
是 fO uw QT. o ARME r), Eu e Re ón e. U JE— HE 
Borel 集 。 我 们 来 考察 HOD 的 置信 序列 . 设 gn; 是 Ri 上 有 定义 
的 广义 实 值 Borel n BER n, ETAZ TRIE: . 

(i) X —HJ) uc U,r«pQo) A 


Pa(rZ9ga4 X5, 7X; 对 某 个 | 1). (2.1101) 


(i) 4 2(A) 9 A QD RF EE 
. ——— 1 z u 
lim( lim ga 2;P.«Gsi as XD HCA) e) 


< (2.155 
.sGiD Xp nmi1,8 
novi Iaia (2.16) 
3D ix — APER ga U n0 的 正则 上 置信 列 。 我 
们 还 要 使 用 e GOD Afi. Bh; 是 Ri 上 的 Borel WAER, d 
是 于 列 两 个 条 件 : | 
Gv) XI— Up nzim1,0 
7 hi nts (2.17) 
(v) 3E—ELuCU £0 R 6€ (,D 
P,( max. |hx,,-,xi) - n(u | >e} -o(1). (2.18) 


FELIZ 


ski e, 只 要 有 了 了 满足 上 述 要 求 的 函数 列 {ov,} 及 人 hi )， 
就 可 以 构造 出 汤 近 最 优 的 法 则 。 至 于 这 样 的 久 数 列 如 何 构造 出 ， 
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IMs AER BAI h TIERS TH Ti 本 全 ra 本 tn d- iL ri oum mme ra 
: E a~ narma: ar a oe 


后 面 还 要 论述 ， 
iH EE RE. BIET a MARE u p UEak), 
Xl ,是 来 自 总 体 IT; 的 独立 随 税 变量 列 ， 令 


Aa) = hy sys sn (2.19) 
Ua OD = Suc up pom ja ps (2.20) 
我 站 来 定义 一 个 特殊 的 法 则 pr = Oee: 固定 5E(0， 
L/k) ,对 一 切 220, 
l intl, 当 Osnek-1, 


|j, 当 nak, t+] = imod B Balin) 
f.i | «Us, 
PP Mp nzk,nl1-j(nod E) H. Ann) 
>U, 


这 里 Tee Ds H Xion "ÆRA RE Hi 的 逐次 观 


UI Los CD US GO E SCLOL 19) 810.200, 754 ELE: 
ja 2 min(1; TaD n H £400 = max nhe 
7 和 人 


定理 2,2 在 假定 A. KA 下,?* X Wi uc A De. 
证 明 {g u= peat EEUE 为 了 证 明 et xA, 
具 须 证 明 :， 对 于 满足 不 等 式 . l 
l (uj) «u* = max HAH ) 
的 了 ,人 异 有 


bte) 加 
ETa DS u uy Inm (n c), . (2.21) 


xx ou* MER u^ put), 

Sis b. — R(OG.2D0Rr, 08 9* 来 讲 ,(2,11) 中 等 号 成 立 ， 
从 而 9* 就 是 渐 近 最 优 的 。 
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《2.21) 的 证 明 过 程 相 当 复 杂 ， 初 学 省 要 出 心 体会 。 记 
L={l, IZi<k, nu = u*), 
HFA 表示 集合 4 中 所 售 元 案 的 个 数 。 设 


oceclor -maxü(uj), jEL,N>k, 


jen 
不 难 推 知 有 下 列 不 等 式 ， 
Ty x2 *dikín, keznzecN -1 Ma&L, 
EASI 一 中 机 | ae E Piri = f} 


*db(n. KnsN -1,7 EL, |Ana) 0*1776) 
up SE kKanz;N ~ 11 EE} 
&24 I, I, Ig. 
我 们 对 lio dlas da 分 别 进 行 估计 ， 
dsdb(m ken«N 1,042. €L, 
BÉnCiaozRH* —E,UAGOZS Ba Ga) 
ain kximneN.— 1,098.17, 
Imira p jot’ oec m B* - 6) 
xD IzizN -1,0u C£ jitt, j1022u* — 6j. 
于 是 从 (2.15? 知 ， 对 性 柯 00, AX 6 ub). dj 
E, Gro (na N)/IQu,,u*» (N--00). 
AHTS, d l 
Py,Gs€L, ERO - p*|—£) 


S Pa(max max |h (xg, 79,x,,) - a* | 6) 


了 了 én«i«m 


$3 Pat max [Ai rm x0 7 LU) | > 6} 


IEL 


-o(L) (根据 (2.18))。 


-1 


N 
kis 


=1 


zo0(ln N} (N—z2o), 


最 后 来 估计 Es。1。， 这 一 步 最 为 复杂 、 取 正 整数 C 满 足 : 


《1 -CDOS6, 
对 于 非 负 整数 + ， 令 


k 
Er) = at max ,Bn CX yrs Xin) 


j=1 deT lanaeTtl 
-uu | SE 
Fir = (| i3p--gnetCcr crm ixen, 
IEL 
9i titm X10 P- ET 
Do = [ien E 
LEL > | 
Bs i1 TL Ht — 6j, 
这 里 
n,-2[C*^$*], !-20,1,5p, 
PAminfn, [C!' 15 ^ 220751), 


CR. prx. 


我 们 来 证 天 下 列 关 系 式 ， 
PQ(QEQ)9) = (C77). (r0), (2 
P,QPGO9) 2 0(77) (r0), (2 
实际 上 ， 从 (2.18) 知 
PíCEQ)*) 
k 
M PC max lAn Gr mm Xan) 
inl ^ .C^lamsc'*! 


.23) 


.23) 
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-&Qu)[2-£) 2 o(C7*7)) (ro. 
i& (2.22) y ar. 1. (2.1409 
P (DG) 


<D PaE in, BTE a,i rot D LE) E) 


er 


20(n; = 0{C7") (r=), 


P-1 
不 难 验 证 FOD] DO, FE 
i-ü0 


由 ~ 1 
P, (Ft) S Pa DO, 


t= Q 


从 而 (2.23) 成 立 。 
我 们 现在 来 证 明 : 


Pu GED -o( T) (n—00),. (2.24) 


AAi, dpnel-mkei) (mjkiE WS 8, IEL, Cen 
-C'"mHecE(onto), Neo mem TL. MALT: 
®© nE L, 此 时 92..—1 W jns 当然 LH 的 值 属 于 工 ，。 

D n€ L, 此 时 因为 wE E(r), 故 
fna) max HQ) + EZ HT — 6, 
j*L o 
TaD Zn, W 
` UA E, 


GETQ(O) «—ón, Wig Foo EU.O mu*-c. HZ, HB TecE(O) 
NEO), B.C URD, MA Pri 
FETE iN. 9x. EST UL. dd 


vD = D TaD, 


ler 
从 .上 述 讨 论 知道 ， 对 任何 neE[C7-1,C"+] CEA KO, EEC) 
332 


i a 


D POM ER 
vm e (n- C771 - gk) /ko» (HL) » 8t, 
因此 存在 eL, (i 
Tap 72» 6n, 
AnD aA — £7 max 下 (下 人 +E 
jEL 
maxi Aa: Taag 8n, EL}, 
从 而 jE 工 。 这 表明 只 要 Sro (Cro 充分 大 ) B Oana HE 
Er 门 RD 上 必 有 jo € L, TË 


P Gn EL) PLCEQO)9 + P,CP G9), 


利用 (2.22) 及 (2.23) 就 得 到 (2.24)。 
世人 ,24 立即 推 知 


其 - 1 . 
El S Paa EL) = on N) (N>), 
. A"k | . 


把 上 面 关 于 rss 的 估计 结合 起 来 ， 得 到 
ETELA HIOA N) Cuj, u") (N>), 


.由 于 4 的 任意 性 ， 知 (2.21) 成 立 、 这 就 证 明了 6* 是 浙 近 最 优 的 - 
法 则 。 定 理 2.2 全 部 证 毕 ， 一 ` | 

怎样 找 出 满足 条 件 C2,14) 一 (2.18) 的 置信 序列 {gni:} 和 {4}. 
呢 ? 由 于 篇 幅 的 限制 ， 我 们 不 去 进行 一 般 性 讨论 ， 内 对 正 杰 总 体 
进行 具体 研究 。 设 万 ; RUAGESSAD Nja), j-1,2,-,kh, 
这 里 c! PEA u.se,u 是 未 知 的 ， 设 x jux uH ERAN, 
的 独立 随机 变量 列 G= 1,4, iE EAR 


EN! _ 1/ . 
fo, = deny goi 1j, uc (-o02,02), 


H(u) cu, 
Kullback-Leibler 信息 量 为 ， 
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Tu,A) = za — AY (usi. 
TA, REA KA HWE. i 


Z0) = : Mg G1). 
l=1 


& 


， i 
gn Ce TREE OET CS 《2.25) 
"CHEESE MGR (2.28) 


TUI UE UE REI Los ; RI CRI IE RB C PI AR PE C2 140 — (2.18. 
《2.16) 和 (2.17) 是 显然 成 立 的， 现在 来 验证 (2.18) 成 立 。 根 
ig Baum-Katz 定理 ( 见 Chow and Teicher(10780) Ai, 3 — Hj 


£D, 


> Pulsup|z7 Œ) —u;| BE} 
T kor 


n»i 


《这 里 4= esu ER*)。 但 这 个 收敛 级 数 的 通 项 随 = 单调 
TER. ft 
P,isup]lz,G 一 2 之 全 二 (1). 


反而 . 
Poel max i; G) 7 us] i). 


Rt n. 


7209813] 2 
X TE fnr FM, 


45 
Pulr> gni) = P( rou 2,0 -uj; ZA 


— 1 1 u,—-rM . 
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l - (2) 
a Pl N JI] 


POETE in (ERE gaa cO 


co. Sef- (UTY: 


Hv onn f 2 g 


= o( 1) (n=), 


ZAHO. LDK. 
hikiüpHPC2.150 iE A. ME AI, 
L,Zsupi qpszixun H gni 2j 


Tsupil: til], ERLO) -u| JE} (e0, sup 7 2305. 


从 Baum-Katz 定理 知 E,T.« cc, 给 定 EC(0A- 
E, (LI ib. 


us), 


『 r DU 
Xn E, Supif; Red l 2 1n nic j 


Y c 


up - '2g?ln n 
E, Lo -CE T, + 
Bk E un + (A- ;- 5977 
Ii noo. MẸ e0, fi 
i 207 1 
ii m, E, La Mos = 
mi. 7 (4 uy 了 TEA 


-H 
gz 


limt > P uni ji ITI Xj) BA 1 - 


3X HC2. 152 RES. 


5 
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械 然 序列 (2.25) 和 (2.26) 注 足 条 件 (2.14) 一 (2.18?， 故 可 用 
米 构造 渐 近 最 优 的 法 则 ?+*， | 

对 于 天 个 贝 努 里 总 体 的 情形 ， 也 可 用 业 似 的 方 关 构造 出 符合 

要求 的 置信 序列 来 。 更 … 般 地 ， 对 属于 单 参 数 指数 族 的 上 个 总 

体 ， 也 能 构造 出 相应 的 置信 序 末 来， 

作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 指出 Lai 和 Robbinsc1985) JE 未 HA 
有 讨厌 参数 的 情形 进行 具体 讨论 。 孙 吉 阳 (1986? 研 究 了 这 一 比较 
复杂 的 情况 ， 她 在 所 谓 “ 不 变 的 序 贯 抽样 东 则 ”的 类 中 讨论 了 
“和 遗 信 ”人 regreb 的 下 界 ， 并 在 相当 一 般 的 条 作 下 给 出 了 达 到 所 
述 下界 的 序 贯 抽样 法 则 。 


$3 马尔 可 夫 折扣 决策 模型 


.本 节 讨 论 的 选择 问题 属于 序 贯 随机 控制 论 的 范围 。 
我 们 要 研究 的 模型 包 售 下 列 五 个 要 素 ， 
D REŽA, D 一 这 是 任意 的 可 铀 空 闻 ， 其 中 om 
含 和 的 所 有 音 点 子 桌 。 夸 的 元 叫做 状态 . 
2) 行动 空间 (4 ,多 ) 一 一 这 也 是 可 测 空 间 ， 人 了 但 假设 4 是 至 £ 
可 数 集 ， 多 四 4 的 全 体 子 集 组 成 中 。4 的 元 叫做 行动 (或 控制 
30 转移 国 数 PBjre, a) — 4 xc X,ac A], Peo |x,0) 
EZ bHSBEHRGMIHE, 24 BE git, P(B o EsAN. 
4) IRERERER (x a, 9) —— HEE A,RC a, 0 E CX x X, 
Ow LAMAR. DL FER ROx a 3 FR. 
5) 折扣 因子 8 一 一 是 人 60,1) 中 的 一 个 数 。 
SEXGS.0 PEMEX, A, PB] x,a), R, MARB ma A rd 
{决策 ) 模型 。 i 
l 这 个 模型 的 直观 意义 如 下 : 我 们 要 观 欠 和 控制 菜 个 “系统 ” 


呈 ” 当 #4 市 可 数 时 ， 也 可 以 建立 相应 的 理论 ， 但 涉及 较 腥 杂 的 数 掌 ， 本 书 不 讨论 c 


了 。 
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的 发 展 过程 。 设 读 系 统 的 状态 可 用 碟 的 元 来 表示 。 在 每 一 步 〈 我 
们 仅 考 虑 离散 时 间 情 形 )， 可 对 “系统 ”施加 的 行动 《或 控制 ) 能 
用 A 中 的 元 来 表示 。A 就 是 可 殿 选择 的 行动 的 集合 。 如 果 开 始 时 
“系统 ”的 状态 是 os. 施加 行动 aufesE 4) 后 ， 则 “系统 ”的 状 
态 按 条 件 概率 PO |xo,a0) 转 移 到 状态 vo 车 再 施加 行动 4,， 则 状 
态 按 条 件 概率 PC | zj,ai) 转 移 到 状态 x:,…， 无 限 演变 下 E. 
第 n 步 时 状态 是 xv, 施 加 的 行动 是 as MARIER PC | Saran) 
转移 到 zn... 这 样 的 转移 得 到 报酬 B ROG aa xs DNR 
“系统 ”无 展演 变 下 去 的 总 报 柄 是 


L= SPR san ,Xnt), (3.1) 
n-dü . 


折扣 因子 8 的 意义 是 ， 在 第 nb BUB Dr RELUELRUIB ACTES 
ABRE (n- 0)》 的 f", l 
对 于 上 述 折 扣 模 型 ， 我 们 很 关心 的 问题 是 ， 如 何 选择 行动 
aos4194s，"*…， 和 使 得 总 报 柄 的 平均 值 过 到 最 大 ? 当然 首先 要 问 ， 是 
” 否 存 在 选择 行动 的 鞭 则 使 得 总 报 锅 的 平均 值 达 到 最 大 ? 
我 们 先 对 “选择 行动 的 靶 则 ”给 出 正式 定义 ， 
5EX35,2 WOW) nz50, 
Vu = Pr Co 0o, X4, 0,1, Xu ou Hg au XR) 
pos 
(XX AX XX Ax XX X Ax X,8G)g OPOYA 
eom GO XY O9 a8 ) l 
IICA, 2 8S np dE. MERE A e = (9.,0,, no R E 则 《或 
an E WIL), 
JST VEUUIUSPERDC RERO RE WIRT, RESA T: 
DÜZAXXAXXXAX-', 
S 为 口中 普通 的 乘积 o 代数 ， 即 -09592257. HE far 控制 
BH S= Ooto RES «CX, BUR Tulea 定理 ， 在 元 上 有 
PX MU PIWÉIBORXAUIEDR: 对 一 Hnz0,Cc Ce0£r", d 
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pr . . o7 
PREC asaos xu, s (Xo, ds, t Xp R42 € C] 


3l PG axe Parlera] t 
Xx SX x 


| Peden |En afn D 
X 


t FoX, Ps Xis Pys ntm XR TD, 


Fo= 9X), f= VOX Poix), Y), 
FLSZICHZICOMSPLZTICEZICOPESTPPETPPLM 
Wm RE PT 的 意义 可 如 下 解释 ， 在 了 上 定义 随机 变量 到 
人 (0nr， 当 | 
. w= (Xo5495X1,01,* “EO 
Bb, Enora (R0) SG) sa, QUO. M PI 之 性 质 知 
PHÉSGE€BIfS ms avs) 
-PO|E a DSL) (ass. PID, 
这 里 En 表示 时 肇 站 对 应 的 状态 ，m 表示 存 时 杂 半 采取 的 行 5. 
序列 fumum * 称 为 马 氏 决策 过 程 ， 今 


S(p, x) -| Se"Re, O8 Xo D dPT, 
Sp,x)dezs RA 从 状态 < 出 过 采用 控制 法 朵 将 后 落得 的 监 平 
XMRAN. 4 

(x) = sup S(9,x), 

定义 5,5 称 法 则 ”是 最 优 的 , HN 
n x)-8(x) (E xe X), 

3X 3.4 定 EO, 称 法 则 ?是 ze 最 证 的， 车 
S, Sn) -e {一切 x€ X», 

SB 3.5 Ty is B] p= (95,9, , e) 是 马 氏 型 的 ， Ex 

$i 2f$,0,0 C—Bo 12800. 
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定义 5.6 称 法 出 = Cts， YEDA, JE DIN 
到 4 的 映射 Oo f 
Yi = x (Q0). 
下 各 记名 = 
本 节 的 主要 结论 是 ， 对 任何 5 二 ， 永 证 存在 ei Uim Efa 
LEGEN AARE, WU ERE R T DL IEEE ES £5 1S 
型 法 则 。 这 就 是 著名 的 Blackwell 定理 《参看 Black well(1965)). 
这 个 定理 的 证 明 较 长 ， 要 做 许多 淮 备 汗 作 ， . 
引 理 5.1 HE A-:1,2,- CB £p OD, w, x A, 
FÈ LEDR., >00, WE EX, 903) CA 2/0 zn 9T UI 
AICO, WE: 
wx, f) Sway) E — duxeX,ye n. 
证 明 令 
f(x) 2 minli, 1E A tx: "sup wixa) — 5}, 
不 难看 出 ，f(x) 就 满足 引 理 3.1 列 要 求 ， 证 毕 ， 
EE IA JPE Oaa 是 任 一 控制 法 则 ， LL 对 任何 
:一 0， 存 在 马 氏 型 的 控制 法 则 多 = Pi 9, ERE s 


SOSS, x) -E C) xe X). 
证 明 记 
[RI = sup Rer a I): x€ X, a€ A,y& Xj. 
ATRE RG a, DAR, kR]. E REN, 任 取 XX 到 4 
fy NE ARE gCO. A o*t, Hop 


ies 当 nzN, 
| Tln), n>N, 
易 知 | 
l L80 = 869,2) sT AIRY, 
NON NR 


330 


了 
i-8 AYIR] y. 


BO, nN Ef, 


| R(x,, a, XS Dd Pe 
i H 
=Í Pasie eof -| PQdx,. xu tu 
X X X. ` 
x[ PCs | xis 9G | t 
Xx X 
f P (dx, . | Xn g(rn)) X RGta 5 Xna) 
X 
=Í CRER D -| P(dxy|xy ,, 94.) 
X xX X 
x ha (xy du * 


=| hs (xy ay) APE, 
2 
于 是 | 
. N-i 
SCor x) =f S B^ Rcs as x, DAPI -f NONERTISM 
nn . D 
这 里 
hyCXg Gg) = D Ahani). 
naN 


它 是 xx AA RS E3., AXA AHAW IC, 
满足 对 一 切 ay A, 


ERREI PEPIS) -ar 
e 
P= (Gt T gig tm). 
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这 里 y= fy). 而 


N-1 
S(p* xysz aR asan, Xn, APF 
(p ad :[, 278 (X4 s Xni) 


J Ẹ 
+ Ka Gas fn GG) APT cago 


-S(Qp gs- " 
fei] 83 3s Wu 
9 > (95,91, 77 Pu as acis Iu 09 

满足 

SQ SQ VO + zm 
Aik DE 

$- Cosfis fa sly 9 ") 
满足 
SQp*, OSOD engl ,< SC9, t2. 

易 知 

SCp,x)22 9(0,x) — 6, 
5E BIS . 1E EB. 


设 MOON X E&HRERSTIUR BOR T 2r A fO) X 到 
ARIARI, 定义 算 子 ; 


Tj«coa[ [Rx f G0 40 Bun ]PCUy x F0). 
x . | 


直观 意 广 是 :采用 平稳 马 氏 型 法 则 ”= C ,19 时， 车 开始 BR 
态 是 x ， 下 一 步 到 达 状 态 y ， 从 这 一 步 开 始 咎 起 的 平 均 报酬 是 
2( 拉 ， 则 从 开始 的 状态 x 算 起 的 平均 报酬 是 了 7aCx)。 

O Ers Oota) 是 马 民 型 法 则 ， 其 中 mi = wa(xc) Gz0. 
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Le 相应 的 算 子 为 Te 。 令 
Upu} = sup Ta, uix (x& X), 

3& I DEUFSETEC U o WTEM. 

定义 3.7 WXP ARTANA f Erba ek» jg. Yd 
ft Xm m dX U SSS EN PD AED, ih: [S — 
33) (0, 

fr) = FY Cop xe 3,9. 

2183.2 (D Us 是 单调 的 ， 即 asco HEU uucU.o (ute 
MOX 2), 

(02 ECER., WU C)-U,ucBC, 

(3) dE fi CHEM. RET uU un, 

(4) 对 任何 WE MOO, 60, dpfeH PIER I. WE- 

TruzsU,u-—z, 

证 明 给 定 Ht M(X J uir, 显然 T, wu Ta, Py [4 2 

U,uxlU.v. 由 于 Ti = BC, ak 
Utu c C)2U,u-BC, 
ik / 是 外 P= CE Fist) 生成 的 ;如 存在 SoS, t AA TE a 
gijs,-x H#— izo, 
i-0 
FOX) zm P.C) (x C S,), 

IM xE Sy HF, 


T juce) - | LRC) ,9) + Bucy) Pedy x, fn (32) 
=T uQ. a 


B& Tou(x)cU.u(x). GIXGRUEBIPT OR. 
BKE. $ 
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SaS {x X ocn, Tu uc U au(x) - 6, 
ig Té UC) Te 人 CS -Ey (ni), 
4E LER Í 如 下 : Moxe S. M. £ 
FCO SEn GO (Z0). 
最 然 ， 对 任何 xsE MX) rE X, Wonka xcs. TE 
Tu(x)z T, u(x) Ug u(x) ~ s, 


引 理 3.2 金 部 证 毕 。 
5183.3 BT Up 在 MCX 中 有 唯一 的 不 动 点 牙 ， | 
HBR sq uc MOOR, 4 iui = supjuo 5 知 MOOR 
于 这 个 范 数 是 Banach 空间 。 国 为 veut qu- v], 
本 1 人 = 人 
BILE 
U,v—Uguzif|w-v]. 
交换 4,v 的 位 置 知 
OU. -Usvl siu - vi. 
页 Us 是 压缩 算 子 ， 从 而 U. 有 唯一 的 不 动 点 凡 ， 即 Upu* = ut, 
证 毕 。 
3EX$.8 It Goon D FPS (of ov o AED R 型 法 
Wi, WEGA g GDIR ERK. MIRER vb. 
引 理 3.4 iz v - (9,0, ORE ESECAHAWI, P= (egi?) 
是 由 8 生成 的 ， 必 是 算 子 Le 的 不 动 点 ， 则 


SCOP x) xut (OQ € X), (3.2) 
而 且 对 任何 SO, eE R/E: 
SC ^,x)Emu*(x)-t(x€ X), (3.3) 


XX B^ -.fVeooERBESHAEW. 
证 明 首先 证 明 一 个 结论 ， E SEX SAANS 
TiS, CK 2 SCCF 0) 0 (0C XD, 
REG, ORRORE, of) 
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E ln L , 


Sir, D DII Ps xn = 
n-u x Xx 
f PCGÀdx, a Xn nR Ens Enl Xn), Xna) 
x . 
Ta 
TIS, (x52 = | IRC, [GO aD + ASCE y) POly[x, (x05 
: ix 
= | RGSAGO PC x f O0) 
Ix 
+5 sl Pldylx, fO) 
n-ü x 
t . 
| Pax, bs maD] -f P(dx,,, EZ :nCXn)) 
X X X 
* RCX nEn Xm), Xn.1) 
=S, f), x), 
WEG = (sg ARE. i 


QU (Pasin. svo), 
Un) 二 SC" x5, 
则 l 
S, x= Tg, Tg Tga. LURUCO, 
出 于 Ty, 是 压缩 算 子 ， 则 对 于 Us Gum eut 


IT e, Tagata To To, QUSE 


SATa Te, us 7 Tat Tg, Qut [Dmm 


«popu cun pco a qun ), 


TE 
lim |S, x) - Tg, To, u* Of - 9. 


34A 


了 Ty utc US 


D =u", 
a-l 


S. co uža, 
xk BE UEU] (3,2) m, 


TC 2X 6 Ee 


O0, Ht e" seg- fD, AA SIRIS 2m E19 Hz ing f 
zit. 
了 
re 
T hu :Tu eae y= Tu fier, 


TP out 一 上 + 上 + 十 月 


但是 Elim THH* (x) = SG^7,x0, PH 


SC Ou) - e, 
X EH T (3.30 jk SE. S03. AUERS, 


ijáco = sup SC?,0, ZPF ERREN, Mp /二 aE 
Ait, REX T. Tg. 


定理 3.2 ”车 对 任何 07 0 £k e 般 优 法 则 ， 则 (x) 满 是 方程 
åC) = sup Ta, (3.45 

证 明 ” 存 定理 3.2 的 恨 设 下 ， 从 定理 3.1 和 吕 [ 理 3.4 知 ， 存 在 

最 优 的 平稳 马 氏 型 法 Meo), DILE 有 6 M 
BOLHAM /; 0:70), RPS Cuius. BUSHRA. 

MO.2)IAH 


UHO BSODISSQO- , 
. n+l 
这 里 * ALTEXE Ph M. dk s GOISSQ S. 
az。 故 32) 是 可 测 的 。 


HET. T; uscsop Tar, 从 而 


TE HI C3.32 91 u* G2 = 


ut 二 
a A 
B-J pac. AGDA 


2s sege l 
Y +T (f, E - le 
T att Mn fid ( fes Cj m 了》 t 站 一 1 


EMEN Bolsa. 
= TaS (fa) E m ic SCG Iu. 2 nt 


XX HiCa ZOOM Ca nsn Cras. fie 


T.u*zü + B ol u* + N 


nal nx] 
所 以 - 
T.u*-iu*, sup T',u*zzu*, 
Aut -supTu*, fia -u*, AECG. MEE. 证 毕 ， 
方程 
ucsupT,u(HCc MOX 2) (3.52 
7A " 
nU ii ix (05: 25 Fe. 
3383.5. 为 了 小 出 上 是 最 优 的 ， 必 须 而 及 具 ag 9 dy 平均 报 
em sc oom i DEEA E. 
证 明 ot., d SCHO HUP kt E, UH 
TaS X SC (a € AD, 
从 定理 3.] 和 5| 理 3.4， 有 平稳 法 则 广 潢 足 : 
SO 5,x) mo E (3.8) 
BBRFTSSCH,) SQO.0,. TE 
SOTS; D. 
我 们 指出 ， 对 任何 ue MCXD, 
lim Tu = SC (3.7) 
实际 上 ， 
| 了 和 一 SC s Tje- TIS O Au SS 
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MELTA te CP AE | 
SQx) SO MAY), 
Ape ORSC S AC), IX SJ v tb BSEULS. 
dE. PE HRM WU SG ,x 29 CO. 根据 定 理 3.2 知 

SQ xn SL az CT; FR. IEE, 

定理 3.4  MEÍPADUERA-.01.2,9C0 5 So per fE fap E 0. 
fév 5 d ERT FL AE OE TS EC P a D]. 

ibHR SØS (gagi), JE gu -n - 100, A ART 
5 的 不 动 点 。 根 据 引 理 3.4， 对 = 0 有 名 于 成 的 了 满足 ， 


E 
EE (3.8) 


任意 给 定 挖 制 法 则 *， 根 据 定理 3.1， 有 马 氏 型 法则 时 = (orf 
…)， 使 得 


SG ^,x) S u* (x) - 


].SG* x» SC xD Se (3.0) 


[B c p OE WU e* ded e nem, RS IPRS 459 
SO* x) cu*(x), (3.10) 
KG 8.0.9). 10) f 
. SC oS ,XY E, 
于 是 
SC SX) emp SPX) - £, 
”这 表明 S E chik Mj. urhe. . 

定理 3,5 LEISA AERE, ME 最 优 的 用 平稳 马 . 
E A EE NIU. . 

证 明 WRA =l, 2, e cg. S n=] (med k) 
(Oxpxk- DEF, gn TE 1. PCG Gogga ik u* 是 算 子 
Us 的 不 动 点 ， 易 知 

l Ugzu*- sup Ta u*, 
V on-k-l lu 
4 
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Bn -xi Teasfx)=Lraus(xr)， 但 大 对 一 切 


IN, Ts, HY Hy 


-1 
(nz0,1,55k- D, WX = (] Ba. "xE Bih 7 
^-0 


fx» Ga COON k -D 
k UEBH /^ E RE ENRE wenk AAN 

Tut*Cx) = Upute = u*(x), 
MD u*itT,. mA. FE 


TiutOx) = (Cx), 


从 (3.7) 知 
lim T2u*(x) = SC/^,x), 
页 
u*(x) = Sf ,x), 
refe BREN, c0, M oESR3.1504] B IK HZERWIVS, 
满足 


[SCps, x) — SC xo b e. (3.11) 
易 知 %* 是 由 党 生成 移 。 从 35| 理 3.4 推 知 
"SO ax) xy, (3.12) 


A 3.112 $200.12» án 

: SC XR S(0,x) - €, 
令 z 一 0 得 

SUTO Sp, x}, 
这 就 证 明了 产 是 最 优 的 法 则 。 定 理 3,5 卫 上 毕 . 
定理 3.5 告 诉 我 们 ， 当 行动 空间 大 有 限 集 有时， 确 有 一 个 平稳 

TREE ERRAN. EARHART ERRARE? 这 是 一 
个 算 甘 问题 ， 现 伐 有 大 量 研 究 。 当 状态 空间 也 是 有 限 集 时 ， 确 有 
一 些 有 效 的 磷 代 算法 ， 读 者 如 有 兴趣 可 ZR 阅 Howardom 03 
泽 清 (1981? 的 节 ， 至 于 更 一 般 的 序 贯 选 择 过 程 ( 一 般 吗 序 贯 控制 
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进程 或 可 控 随 机 过 程 ;»， 例 如 行动 空间 十 不 可 数 集 或 者 转 移 规 律 
涉及 系统 的 全 部 历史 现代 也 有 很 多 研究 。 HERZ E XUI 
数 可 油性 的 精细 处 理 ， 数 学 小 有 较 大 的 复杂 性 ， 读 者 可 去 看 下 列 
dpab EDB.Jluniun n romxkesua(19752, K. M. Van Hee(1978) 
和 THXMAH H Cxoporoz (1977). 


$4 理 择 Bandit 过 程 与 Gittins 定理 


我 们 先 对 本 节 要 讨论 的 选择 问题 进行 直观 描述 ， 然 后 再 建立 
明确 的 数学 模型 ， 论 述 有 关 的 定理 ， 

BERENIKE, 4 Bia 1,2, 7k. Mex, CO ER BT 
A e PLZ i RRd iak, (2 0,1,2, 7), 

E CO EEEN COTE PEGEEN CS) 
dem k ARRERA RR” RE. EEDA, ATH 
而 且 具 能 操 级 一 个 机 器 ， 若 在 时 刻 # 被 操 级 的 机 器 是 5 
(LS 人 D 安 的 ， 我 们 有 下 列 假 定 : 

HRE Ae “系统 ”的 状态 为 < = EX), N 
i =i NUBE C+D =O, PELA i ERARA 
HEP jx; DARE (ORA G+. SEI" Mx) 
SEE lx (t€ Jo JE PEERS RM EA ROC E, =), iX BEL. 
REGJ iQ, XG DO = Riin ot) Xil), 0c Bl. 
H, EALA i at AO M a Roh 
supt, OR MES ZA 0 PL a DENR P RGO G), 
x+i) 是 时 刻 夺 各 机 器 的 报酬 的 总 和 。 

我 们 下 然 提出 下 列 问题 ， 如 果 转 移 和 概率 函 数 PCB|x,.D. R 
MARROC uH ERECTO 都 知道 了 ， 则 从 初始 状态 出 发 ， 应 
读 在 各 个 时 刻 如 何 选择 机 器 进行 操纵 ， 以 全 得 该 系统 在 演变 过 程 
中 (从 上 时刻 0 开始 无 限 进 行 下 去 ) 所 得 到 的 平均 总 报酬 达到 最 大 ? 

这 个 问题 叫做 Bandit 过 程 的 选择 问题 ， 每 个 机 器 的 状态 党 
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恋 过 程 称 之 为 Bandit 过 程 。 在 每 个 时 刻 访 机 器 或 者 pb 操 维 从 状 
态 转 移 到 新 的 状态 且 获 得 一 定 的 报 柄 ， 或 者 未 被 操纵 因而 状态 保 
持 不 变 ， 报 酬 是 0 。 

这 个 问题 从 四 半年 代 就 提 了 出 来 ， 一 下 有 人 研究 ， 直 到 1974 
年 Gittins 和 他 的 合作 者 的 工作 出 现 ， 研 究 工 作 才 有 了 实质 性 的 
FE. IER -RIE S UET Xx —— MPO. dX 4f 8T A] 
‘Gittins (1979)。 他 们 的 主要 结论 可 粮 略 地 描述 如 下 : 

对 每 个 机 器 i 及 其 在 时 刻 的 状态 xi CO. XE SR FR Y 
Gr (COD (HE Gittins 指标 ， 它 与 机 器 | 及 共 状 态 有 关 ， 但 不 直 
接 依赖 于 1: )。 晤 优 的 选择 法则 (即使 总 报 酮 购 平 均值 迷 到 最 大 的 
选择 法 则 ) 是 ， 在 时 刻 了 上 选 撞 指标 最 大 的 机 29 (OG f BB A 
Pin max Y; GG CIO2). 而 指标 G IARE 及 ARRIRA 
某 个 标准 机 吕 之 闻 的 选择 问题 ， 与 其 它 的 k - 1 个 机 器 无 关 . 

这 个 结论 现在 通称 为 Gittins 定理 。Gittins 的 原 始 证 明 相当 
烦 难 ， 数 学 上 也 不 够 清晰 ， 下 面 的 叙述 是 菇 于 P 了 .Whittle(1980) 
ALH JBADXERU MON PESE, 

di Arif HER S E KRA 
4X, ,PGIx ,,R, BiGE A, 

Jt Xin , 

(D A={1,2 e, k E-—ÉEIRAECAIBICEURIEB REOS m. 
AdpiixET—T cof E. EHAR- TEAR. 

D 对 得 个 1iE4，Xi 是 一 个 非 空 集 (Yi 的 元 可 看 成 机 器 的 
状态 }。 在 Xi 中 指定 了 一 个 5 代数 多;， :多 ;包含 X: 的 所 有 单 点 
Æ. l 

D POIL D Æ FE EB Bi EX IEA, 
PEx, DÆ Z; 上 的 概率 测度 ; 对 一 切 1E€ ABE 多 1 ,PCB|* 0 
是 多 ;可 油 的 ， 

®© R, = Ri G4 9 ERMAR BRE — EA, RICO 
LN MESE SE GE Ir T MES TMUECMSE T: 
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-OTAR A Boo, (4.0D 
X HB ALB 与 xy X. 
. € BRESIBUF, 0-8. 
所 述 的 集合 族 
Xi PO|X i D Risp} GC A) 
称 为 备 择 Bandit 过 程 。 
为 了 寻求 景 优 的 选择 法 则 ， 我 们 可 以 把 这 个 集合 谈 久 人 上 节 
讲 过 的 马尔 可 去 折扣 模型 ， 令 
AXeXQxexXo0 GanOecw GEB EO, 
X EROS SR BER ed ERI. AES AR 
BCGG Gi XD DO € ag OG RIE XC AD 
Wig. B= B xte Bt, X*Xp-U])B,C€€,, X;€ X,, J€ A, 
PCB X x By | Ga msn, = Ea, Gi PG. zt， 
ji 
JE JR ERE ER X 
RO sm Xi nm Ya ARIS HD = 1,0, X), 
Hif 89312648 OX 4A. Pje, R BHE JE 8 3 rpm BUR REX 
”折扣 模型 。 像 在 8 3 中 一 样 ， 可 以 建立 相应 的 概率 空间 。 重 述 如 


下 E i 
Qm-mXXAXAXAX--, 


| Jom EGO OO QO E E 

PERTE HNA PAE ARD 是 带 这 和 样 的 序列 ?= (0471,20, 其 中 
FEUX Xx AB" x X, Cer Gogs )* GO 360 8] CA 2 o ff) RT AIR EC 
0. Æ bx ES Dum Rr P. d 

x(Qn) 2 GG QD x40) 7x (GOD) CE KLAN) € X42. 
Mio 2 (D, ig x (D € OB, A 
Ealo) = x€n), Ma = dq. 
对 于 控制 法 则 ?及 状态 XY = use, x0 € X, EF Eum scite dune 
M. | | 
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{ws LZ Bosy E Co, ,tn Bansin € C4 


=J Cre Ov (2|. POxCDIx sore Cp 。 
o 9 a, t B, 
J, PAI- 1) ixCn -2 Paade, ,Cpr 2 
"n-1 


fa, POL | x€n - 1) Pae, CH, 


ikKHin220, B.C, C.C z. NIE Pf 相应 的 数学 期 望 符号 为 
Er. PEAH, 
| PES € Built m Ea) 
= POS i£. a.. PE), 
Pidna E Cail Eos Torts Eu tne1} 


] CH Paai E astos t ns nsin 8. PTO, 
ki 
平均 报酬 是 
so waj, D prR。 Co, nso (+ DORPEGCE X). 


PR E M E RR 是 指 对 一 切 法 则 9 及 *EX， 有 
SO, xr) Sx}, 
由 于 A 是 有 限 集 ， 根 据 定 理 3,5， 一 定 存在 最 优 的 而 且 是 平 
稳 马 氏 型 的 革 则 ， 本 节 的 主要 任务 是 证 明 ，Gittins 的 “指标 法 
则 ”就 是 最 优 法 则 . 


令 
GG) Asup NICE PE (4.2) 


Tiu = | ERG + GP yl (4.3) 


这 里 x (xXx € X, lxx, 从 本 章 定 理 3,3 知 
GO) 7 max T;GGD., (4.4). 
我 们 对 行动 空间 A = {1,2,…,K} 添 加 一 个 元 素 有 +1( 含 义 是 
352 


"ADR" , BIURPRALEEREELSEO. AASO2, sk. 我们 来 考 
-RTRA E W, 当 BEZ, x€ X, u€A-(LekHH, & 
PG41x,u)- PG xu), 
Z BEF EXE, 4 
. 1 HICHUEPCESPESPICOT 
Su C AR, $ 
l É(x,u,y) = RCx,u,4), 
Rixt DD= (Q- 2M, 


这 里 对 是 一 个 常数 ， 对 于 折扣 模型 

P= CX, À, POI m, ÈB), 
从 定理 8.5 知 ， 存在 最 优 的 且 平 稳 马 氏 型 的 法 则 P. TERN, l 
对 于 任何 马 氏 型 靶 则 w， 有 


但 规定 


so, = B(S BPR) P (02) 
=0 


= BÒDI PREM ,pos xo 1)) *5'M)o, 
mọ 


其 中 ` 
rcinfín; fask +l}, 


这 个 扩大 了 的 模型 2 叫做 以 模型。 令 
pix, MY = sup SC ,x), 
?是 M 模 型 的 任意 控制 法 则 。 


Tux) = f Riy) *fuGo]Poy|x,2), — 


THEKET+T1。 从 定理 3.3 4n 
$,M)- max fi C M O. (4.55 


© mik HET T IHIDLIPDERNE REN. XEERTENMPI, EOM 是 关于 这 
TF XPBOES EDS il. 


323 


引 理 4.1 $(x, MOREM ARIS EET. EL 


uar A 
=- M Nu " 
GO), HM 1-8 
pix, MY) = 
a P 
REI 一 M E PE 
M AM 1-2 


XX BA,BiB OLD. Goomag X OL D., 
ii BH Ba V Arb Or, M EMETTE, i $c CIMA 
ARE fp DES PEU BEIGE FM ED, 4 f 


r=inffn, €, -k p), 
则 


T-1 


SO,x)- E(D PRED Pas XERAL ETM, ) 


n-Ü0 


B 
Ma AI. Jp 
23 M i rub 


Tel 
SC x) vega -PM « SS" e B'M )- M. 
i0 


AEREI LA P MOEM. BA AR feed, 9- 
j^. WSO, O=M, Bk óQO M) =M, 


mL. A h 
HME MS 4 


$;-min(g,,k), 1-0,1,-«, 
_ P= PoP, 
Mi 


t-i 

S$(9, - E£[ EA" RGOD fa x e 2 
n-D 

+ B1 E RGGD 9. e 


$ 8^4] 


m+ 


7-1 
> EL| DARGO) Pat EDO + 
t= 0 
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>E [S Reo, Parn +D HBM) 
n= 
= SP,X), 


ik 
Gepa, MY, 


从 而 Px MO) = GOO, 


最 后 指出 由 (xD 是 邓 的 连续 西国 数 ， 任 意 给 定 Mi 之 Ms 
OxcA-I. 4e 
M = M+ OC -AY Ms 
设 是 对 模型 的 最 优 控制 旋 则 ， 
r-infin, $,-k415, 
这 里 ?= (Fofi), RI 


pix, M) = Es( DARGO) „Ens xCn+]1)) ) + MESB^. 


内 于 
px, Mi) 
> ES( DROIM sum + 1))) + Mi Et&'G 1,2, 
0 
AP MO (07 NP, MD 


T-1 


> ES( DERE ,nxn 1 ) 


*GM,t-O-AIJMOESZB" 
~ =P, M). 
这 就 证 明了 90, MD AEM fort, TMAR EE. aE 
4.1 证 毕 。 
在 刚才 的 讨论 中 ， 可 拱 选 择 的 向 器 有 个， 在 繁 个 时 刻 可 供 
沈 择 的 行动 及 +11 个， 现在 来 考察 只 有 两 个 行 动 可 供 选择 的 情 
形 。 任 意 国 定 iEA， 研 究 行 动 空间 A Gk- IAME E: 
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每 个 时 刻 或 者 操 纪 机器! 或 者 不 操纵 机 器 1 ， — Hom 39 3 EL 2E 
i ， 则 机 器 3 的 状态 往 后 就 不 改变 了 )。 此 时 的 最 太 的 平均 报 柄 
IIEP Cxi MG=1,…k)， 这 里 Xx; 是 机 器 二 的 初始 状态 。 从 引 
RALA bi Go MÈ M M ERDE B i A MIS SM 
Pixi MM. 
定义 4.1 称 
. Mj, Or ) 2inf( M; $C MO — Mt 
Gp, K)OXLAS 1 GER x IER Gittins 指标 。 
从 引 理 4.1 知 ， M Mp Ft, $i, ‘MDM, RM; x) 
是 一 个 实数 ， 且 
Bx MIO S M(x, 7 (4.6) 


记 MCX 034 X, EA Hc St nr BERNER nen 集合 。 对 任何 
uC MCX,D, $ 


Tena] TR Cap) + Puty) TIPOdy|xi ,1), 
20 X . 
PzI,2,e.Kk, 

(T£, 00 GG 4 O- Da e fiui); € X). 
En 
(UTE eC Mi ODD XE) = Mu Gn. 

从 定理 3.3 得 
$;(Qx MO) = max(M (xD TP Ce Mix OD 


(4.7) 
引 理 4.2 


Mi(x;) 三 iT, $, C+ QM j eT )DOGxMG - 1.555. 
WEBA di. 
L= (Tid, Cr „M; (OX; 200 (X1). 
M. (4.70 Am FLUE MiA. HI BERE. VE MOTA, HL 
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&cC(A,M V ODO. Rn i 
Tihle ,a) GrO s QT PC M G0) G0 = Aa, 
TE 
Bi (x; ,8) = max (T bal e A (CO CTR 0 C9 0008,00 
zxmax(a,(pD- 5o Bo,(x,,00)0. 
但 6,0, ,2)2a, TE 60,2 = a, Xx ga M, GpH. ` 
BIM 4.2 证 毕 。 


引 理 4.3 2a 
E? (3o R ern ,x 0 12], 
M, (x,)2 sup. ino 22 o -— -i 
$6. oe 1- En B , 


E . (4.85 
这 里 1<isk，p 是 任意 的 马 氏 疗法 则 〈 对 于 行动 空间 人 — ti， 
k1)WziD. v-inf(n,; pn =+1}( 这 里 P= eto EE, 
表示 机 器 i 的 初始 状态 是 *; 控制 法则 是 ?的 条 件 下 的 数学 期 望 
符号 。 | 
证 明 显然， 


$ Gr My Et | DA'R, o 00 +D) pM). 
(4.00 
在 此 式 中 令 好 = Mitx;), 得 


M, DCL- Ez, B2 | DA'R, Cri 00,5 Qi 1 


=J 
于 是 
T-1 ` 
Eg [DAR aD ] 
M Cx; z sup EET: - 7 , 
- -c 1- E, 
取 马 氏 型 法 则 9*= C$, 01,0 CD cto inf(n ppkt, 使 
(4.9) 中 等 号 成 立 ， 于 是 不 难 推 知 (4.8) 成 立 。3 引 | 理 4.3 证 毕 . 
定义 4.2 iE 
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了 CE rms XE) = nin(i, ACE = max(M je), 7=1,2, ,kKk)}, 
则 称 平移 法 则 多 = F° 为 Gittins 指标 法 则 {简称 指标 法 则 ). 
为 了 证 明 指标 法 则 的 最 优 性 ， 引 进 函数 


$c. MyAB, - [^ Ip (um 


这 里 Bi= FEMPCR 


我 们 将 证 明 (x, M) = 60x, MD. 
引 理 4.4 PCM) =p, O MIPi x, M) 


«f. $, (x; mda P, (x,m», (4.105 
这 里 
X= XT), P, (x, s &]]T 39 ram). 


LEE: 


(0 ME M MBBQM, 6,G,,M) = MLEMISB WE, PL GM) 
=], A E 


f7 eie mods P orum = 0, 
OCFJÉXGIAO KDEAmUART M. B-A 
à M 
ác, M)£ZB,- IN II PL dm= B, f; dam=M, 
S MB REGAL 10 3. TFüRM-B, tH 


$c, My e B,- [755 gas P ix mjdm 
=B 一 中 (xi P, CE eo m)d4P,(x,m) — 


= Pi „MiP (Cx, M) TE mdm PiCx,m), 
M 
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页 4.10) 也 成 立 。 证 毕 。 
A 
à; 28, Cres MY = 4C, MD) - (C 6: (C, MD) G0, 
则 5,250. dd 18528 Mz Mx ol. 6, = 0, 实际 上 ;共有 Mt 
Mic), EE S Cx; MOO, W 


$, 0 MOST; 中 | Cr AMEC, 
B. c 


B,C MY) = (1— BO M* + fi, (x, ,M*), 
-于 是 b Gu MT) = M*, XS M C WEHT. Mi 对 一切 
MZM (ii 2 0, 7 : 
284,5 idEx-(,-,x0€X, MA liit. 
a) 4G, M) >M mH Me max Mtt, $c, M)zM* 
(2) do M CP oM o0. | | (4.1D 
(3) 当 : l 
, MxzM,(x,)2max(M,(x,); j= 1,2,7, k} 
-时 ,C4 .11》 中 竺 号 成 立 。 
EB) CD) daa. maxM Go), 当 M al 时 ， Pi, M) 
E ji* t 
zz], JAS[BH 4.4 5m 
" $G, M) = $4, ,M) M, 
24 M ca, tF, 


ó(x, M) 2 6 C, M)PLOG,M) «E MCI nd. P, (xm) 
M 


ta., 
24,04 MP, M) + | eco mdmPs m). 


=Ø; li ADP, x, M) + 0€, M) P, GG,ai) P; MY] 
z24i:0,,M) M, 

B2 oa, MM. 

ag M maxM jOG DBT. dO, M) 2 6; 6, M) MAA dc, M) 
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- 邓 是 好 的 减 函 数 ). — 
(2) 从 引 理 4.4 知 
bx, M) = Px; MPi (x, M) «[. $Cx, mod, PLC m), 
M | 


于 是 
Pipi, MD) (2 
- [ co + Bác, M) ]P(dy Le, 


-| [R, GG, y) + BPLOOG MD * P:i MIP edy: |xs ,1) 
X; 
. sp. | Pi: m) PCdy, (xD dn; (xm) 
M Xi 


=| Ri Cx y Pldy: | x, ,0 
Xi 
+ Pex MTT 010, M) OO) 


- [| Rie OP Gs MDP Ay ds 加 
Xj 
«p (Tio, (MODO (Xd P, (x,m) 


-F | Ri „pO Pedy; EF Oda P, (xa) 
M Xi 
=P; (t, MT; p; MD) 

«f. (T, C LM) GG ds P, Go m), 


从 而 
$c, M) - CPB MD 284, (0 MIP: Cx, M) 


uM ,;€X, m)d, P, (x,m) 0 * 
M ` 


这 就 证 明了 (4.11) 成 立 ，。 
《3) 28 M M LOGOHE 
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8;(,,M) 70,7 
EE = maxM jx DRE, 
JJ" 
Pj (Ox, M)mI, 
25 Mea LM GG DIT, 
[Bc mas P. oum = (T o3 P oum - 0, 
M -M 
ARE 
MzxMi(x,)-max(M;(xj) j-1,,Kk) 
《4.11) 中 等 号 成 立 。 引 | 理 4.5 AiE. 
” 引 理 4.6 (x, M) 2 g(r, MD, 

证 明 BEM, $C, MI $G, MO SEE x futs RB s 
同样 的 方程 : i 
$= max $16, 中 = max Tio, 

1 


l&iskrl &icsksi 


这 里 


(Piu D = | Resa + Bucy) ]Êcdyjx,i) 


ISP kt 
4 hx,My2$é-90,Wi 
lher MY) | x B max | |h(x, M)| POdy [x 1) 
ljg X 


k 
«sup |h Cx, M>], 
TqUERG,M»-0, Miti 
$(x,M) = dix, M5, 
ZIM 4.6 证 毕 . . 
定理 4.1 (Gittins,1979》 Gittins 指标 靶 则 是 最 优 控制 证 则 . 
证 明 129 2/7 Gittins 指标 法 则 ， 这 里 
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fO) fGu,n,xQ 7 minti Mí(x;) = Bod Mj (x0. 
我 们 来 证 助 
Sep, = GOCH EX), 


这 里 GG) = sups (F,r), € 是 任意 的 控制 法 则 。 意 给 定好 一 


EI 
这 全， m 


max M; (x, 24M, 
lajak 


实际 上 ， 有 从 (4.8》 A 

et (Xi) 
I-E AT | 
于 是 从 引 理 4.5 知 ， 只 要 MOX) dE M Goo MOX). 中 最 大 
fj," Wu i 


M, EF )> Asop 一: 下 >M. 


PM) = CHC, ME), 
M « OPI, M0) G9. 
从 引 理 4.1 和 引 理 4.6 4n 
G(x) = p(x, MY = ó(x, M) = PCa). 
由 此 可 见 全 9GCx) =GCx)。 AMERS 3 知 
lim? Gx = SCf",x), 
Ak Sex) = COD. XXSRUEBH] T Gittins 指标 守则 人 钙 = £^ 是 最 优 
Bs. ur. 
rS neg g nfi ip TE Gittins 指标 。 从 引 BB 4.2 Án Gittins 
指标 MO) 满足 方程 
M(x,) = CT iC Mx DDO), 
B] Mx;) 满 足下 列 方 程 


LELTE E] 


M -| [R c; 2 — Bp, ADIP Edy |xi sit), (4,12) 
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部 果 方程 (4.12}( 未 An E M) 只 有 一 个 根 ， 而 且 这 个 根 能 找 出 
来 ， 则 Mi xi) 就 乒 出 来 了 。 和 组 是 力 数 和 :7 MD) 一 般 难 以 求 出 ， 
Edi EHCL 12038 VE 8E M OG TRAE A BR. Gittins 指标 的 
计算 呵 题 现在 还 没有 很 好 解决 ， 但 在 一 些 特 殊 情况 下 还 是 可 以 算 
op 

$14. 1 没有 个 地 点 (编号 为 1,2，…,k)， 乱 个 地 点 者 可 能 
有 财宝 。 设 地 点 1 有 财宝 (价值 7 元 ?的 丑 率 是 pG =l, 
车 在 地 点 ;进行 搜索 ， 间 位 时 间 的 花费 是 Ci 元 。 和 如果 在 地 点 i 
有 财宝 ， 则 间 位 时 间 内 能 找到 读 财 宝 的 表率 是 oj ， 从 而 在 单位 时 
问 内 能 得 到 的 直接 报酬 是 

Ricaopuri-UC, 3502 J,e, E) 
dE C145 BM EE RAA rn S ETE. irem EET 是 Oe 
<D. gF 《每 一 步 占 有 一 个 单位 时 间 》 只 能 在 一 个 地 点 进行 
搜索 ， 每 过 一 个 单位 时 间 可 宥 选 一 个 地 点 进行 搜索 ， 试 问 ， 每 一 
步 应 怎样 选择 地 点 进行 搜索 ， 使 得 总 报 布 也 2 Ru 的 平均 值 
到 最 天 (这 里 是 第 步 进 行 搜索 的 地 点 (号码 ),r 是 停止 搜索 
的 时 肇 )。 

我 们 先 把 这 个 问题 分 析 一 下 ， 然 后 把 它 归结 机 为 本 当前 面 讲 过 
的 备 择 Bandit 过 程 模型 。 

浸 地 点 i 含有 财宝 (价值 rs JO MEERE P., 在 这 个 地 方 
搜索 了 单位 时 间 后 如 果 没 有 发 现 财 宝 ， 则 根据 贝 叶 斯 定理 知 这 地 
点 有 财宝 的 概率 变 为 

. pid= a) 
PiCpn(1-g2*1-5 
如 果 发 现 了 财宝 ， 则 这 个 地 点 有 财宝 的 概率 是 |， 既然 发 现 了 财 
宝 ， 则 把 财宝 拿 走 ， 这 个 地 点 再 含有 财宝 的 概率 变 为 零 。 换 句 话 
说 ， 如 果 公 许 搜 半 工作 不 断 进 行 下 去 ， 而 把 每 个 地 点 含有 财宝 的 
概 素 看 作 是 读 地 点 的 状态 ， 则 状态 是 不 断 转移 的 ， 一 上 状态 是 1， 
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则 下 一 步 的 状态 便 是 0 ， 一 旦 状态 是 0 则 以 后 的 状态 全 是 0 。 
有 了 这 番 分 析 之 后 ， 我 们 引进 数学 模型 如 下 
WA-(1,2,7,k), SCARE A X; [01], 2: C01] 

中 全 体 Borel 子 集 组 成 的 0 代数 。a; 和 Cs; 是 正 数 (0<9; <1) ， 

i=1,2,…,k。 设 PCB1xt, 站 是 这 样 的 转移 函数 。 当 x; € 《0,1) 

时 ， | 


Lo Xid-9) | " B pos 
p(s er ln = xd 8;) t (l— 312, 


P((0) x; st) 2x,90,; 


4x; =0 w lif, 


PO x, = 1， 
报酬 函数 

Ri = R(x, iyi ma x;r; Ci Gl, ak), e 
és feBanditsE B8 ((X ,PG |x, , 门 ,R;,P),iE A4} 便 是 我 们 的 辅助 数 
学 模型 。 在 我 们 的 问题 里 还 应 考 典 适当 的 时 刻 停止 搜索 .很 明显 ， 
一 旦 在 x 个 地 方 都 先后 栈 电 了 财宝 就 不 应 该 再 选择 任何 地 点 进行 
搜索 了 ， 故 我 们 应 同时 考虑 控 制 ( 选 择 ) 法 M o RITE AE ERI c, ik 
里 了 = (09,9, 7), Pa RET AGRO. di —ÀH C 3X3 109— 
个 搜索 方案 ， 用 xz = (xxr) 表示 整个 系统 (个 地 点 ) 的 状 
态 。 若 采用 方案 (gr) ,开始 时 系统 的 状态 是 x (P, PO, M 
平均 总 报酬 为 


SP,r) ,x) = E(X B'R, (xo afne (n t1»). (4.135 
以 下 ， 当 = 一 c b, d SC, 00 o laf Sie), 这 与 要 节 前 面 
TEES IEB NB SIBSIREXEE- A. 
我 们 要 找 出 方案 (95,0) WE: XU SE (0H 
S(CP,T) x) x; Q0* 000,x) C— y, 


R; = Rtx; yi y) = arixe l 


(21,2,-,k), XXH u= iaaxtay0)。 找 们 来 研究 新 的 Bandit 这 
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[OX , :三 (| xi sD) RIA EA 


我 们 要 找 出 这 个 新 模型 的 Gittins 指标 车 网。 福 意 , 新 老 模 型 的 差 
别 仪 在 于 报酬 背 数 不 同 . 
首先， 来 计算 地 点 的 Gittins 指标 Mi. ALIDA 


1 
Mi) =R; +p] $iCy, Mi DPED, (4.122 
n 


" xid- 
Tic PH a, yz X, (=l, "k, 


Wi] x; E0, DRF, 


1 
| icy M Cu» POIs, D 


24;,, M; Cx) + Cx (17 09) +1— x1] 
ti (0, M, (x,22x,0, 
zi Gu Mi CX Tx Ad -ad + (17 x)0] 
+ Bi Qu, Mi Ga)0x,8, 
=M; EFE 
-JAAXQLALAD A 
MG Ri BM). 
EX Xi = 人 0 或 1 Bp, 
KALE G GP Gy |x; D " 
= 4,0, M GU), GL, M GO) = Mí GU. 
成 (4.14) 知 仍 有 
: M,Q ox Ri + BM,(xi5, 
另 一 方面 ， i 
. $6; Cy, M, DM, (xis 
T EAG.LD4A 
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M GER; + PM, (x1), 
从 而 Miu) = R} + AM (Xi), 、 


Caixa Te) 


Mi = i pk), 


4 


了 = miafi M,(x; G0) = max M Gr Q0], 
i lajak 


这 里 n0, ERA] EE n 2b aR BAA TES n 
i Pi = minii; Is k,(a;rjx,;(n) -C,)* 


= ` rox my Ct 
ma (ar x, pu 


ffoi. BRST Gittins 指标 法 则 f+ 会 (F399,…)。 令 

t* = inf ín, GotlprXosCT Cpt ha 
我 们 指出 ，(y*，rx) 便 是 最 好 的 搜索 方案 ， 这 里 人 * 是 选择 法 则 
Ch c EEEE sEER E. FODERA Mi 


T-i 
SAPT) E) = ES( 9 B*RG GO F5, S, CL D) ) 
: neg 
< Et( D BER Cep, 00 sens sos D) 
nü 
< 5163 AR (xas (n), $5 ,xos(n +13)) 
ns i 


= E(D Roses») 
-S(9*,0) x), . 
这 就 证 明了 (9*,r*) 的 最 优 性 。 换 旬 话 说 ,最 优 方案 是 每 步 都 选 服 
前 利益 最 大 的 地 点 进行 搜索 ， 一 且 各 地 都 无 利 可 图 就 不 再 搜索 下 
ET. i . 
读者 可 把 Gittinst]979) 利 Whittle(1982) 中 看 到 省 择 Bandit 
过 程 的 其 它 例 子 ， 至 于 Bandit 过 程 的 更 全 面 的 知识 ， 应 参看 
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